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Quadrado de grafos

O quadrado de um grafo H é o grafo H2 dado por
V (H2) = V (H) e E(H2) = {uv : dH(u, v) ≤ 2}.
Dizemos então que H é uma raiz quadrada de H2 (veja a
Figura 1).
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Figura 1. Grafos H e H2 com arestas de E(H2)− E(H)
destacadas

Existem grafos com nenhuma, uma ou mais de uma raiz qua-
drada. Determinar se um grafo tem raiz quadrada é um pro-
blemaNP-completo [3] que pode ser reduzido ao problema
de Satisfazibilidade Booleana [2].

Redução a satisfazibilidade booleana

Se H é raiz quadrada de G, então MG = MH + M 2
H,

onde MG e MH são suas respectivas matrizes de adjacência
e as operações são booleanas. Essa igualdade define uma
instância do problema de Satisfazibilidade Booleana: cada
restrição corresponde a uma aresta de G e cada variável cor-
responde a uma aresta de H .

Usando como exemplo os grafos da Figura 1, e fazendo
G = H2, temos

MG =


0 1 0 1
1 0 1 1
0 1 0 1
1 1 1 0

MH =


x11 x12 x13 x14
x21 x22 x23 x24
x31 x32 x33 x34
x41 x42 x43 x44

 .

E a igualdade MG = MH + M 2
H corresponde ao seguinte

sistema de equações pseudo-booleanas.

x12 + x23 x13 + x24 x14 ≥ 1

x13 + x23 x12 + x34 x14 = 0

x14 + x24 x12 + x34 x13 ≥ 1

x23 + x13 x12 + x34 x24 ≥ 1

x24 + x14 x12 + x34 x23 ≥ 1

x34 + x14 x13 + x24 x23 ≥ 1

(1)

Podemos adicionar a (1) uma restrição impondo que
|E(H)| ≤ |E(G)|. Além disso, se G é conexo podemos
também impor que |E(H)| ≥ |V (G)| − 1. No nosso exem-
plo terı́amos então as seguintes restrições adicionais.

x12 + x13 + x14 + x23 + x24 + x34 ≤ 5
x12 + x13 + x14 + x23 + x24 + x34 ≥ 3

Objetivo do trabalho

Um sistema como o acima pode ser resolvido por um resol-
vedor pseudo-booleano como o SCIP [1]. Nosso objetivo é
avaliar o impacto computacional de pré-processar o sistema
diminuindo o número de variáveis e equações.

Ainda usando como referência o sistema acima, observe que
as posições nulas em MG determinam que as corresponden-

tes posições de MH também sejam nulas. Usando este fato o
sistema fica reduzido ao seguinte.

x12 + x14 + x23 + x24 + x34 ≤ 5

x12 + x14 + x23 + x24 + x34 ≥ 3

x12 + x24 x14 ≥ 1

x23 x12 + x34 x14 = 0

x14 + x24 x12 ≥ 1

x23 + x34 x24 ≥ 1

x24 + x14 x12 + x34 x23 ≥ 1

x34 + x24 x23 ≥ 1
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Yuji Shinano, Christine Tawfik, Stefan Vigerske, Fabian
Wegscheider, Dieter Weninger, and Jakob Witzig. The
SCIP Optimization Suite 7.0. ZIB-Report 20-10, Zuse
Institute Berlin, March 2020.

[2]Peter L Hammer and Sergiu Rudeanu. Pseudo-boolean
programming. Operations Research, 17(2):233–261,
1969.

[3]Rajeev Motwani and Madhu Sudan. Computing roots of
graphs is hard. Discrete Applied Mathematics, 54(1):81–
88, 1994.


