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Abstract. In this paper we present preliminary results on the occurrence of cli-
ques of a given size in power law graphs sampled from a distribution of random
graphs based on the preferential attachment paradigm. We derive explicitly a
formula for the probability of a clique of a prescribed size to appear in a graph
sampled from the referred distribution. These results are part of a more general
project aiming to investigate the performance of algorithms for the maximum
clique problem in power law graphs.

Resumo. Neste artigo, apresentamos estudos preliminares sobre o surgimento
de cliques de diferentes tamanhos em grafos aleatorios lei de poténcia amos-
trados segundo o modelo de ligacdo preferencial. Derivamos explicitamente
a formula para a probabilidade de uma clique de tamanho prescrito aparecer
na amostragem. Estes resultados estdo inseridos em um projeto em andamento
mais amplo que visa investigar o desempenho de algoritmos para o problema
de clique mdxima em grafos lei de poténcia.
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1. Introducao

Com o avango na capacidade de processamento e armazenamento de grandes quantidades
de dados, foi observado em diversos estudos [Faloutsos et al. 1999, Guelzim et al. 2002,
Eubank et al. 2004] que muitas redes complexas de grande porte, advindas de diversas
situacOes praticas, desde a World Wide Web até redes sociais e bioldgicas, apresentam
uma distribui¢do lei de poténcia nos graus de seus vértices. Tais redes, chamadas neste
artigo de grafos lei de poténcia, de maneira simplificada, apresentam poucos vértices com
grau alto e muitos vértices com grau baixo. Formalmente, em um grafo lei de poténcia,
o ndmero de vértices com um determinado grau k é k~”, onde 3 > 0 é o expoente que
caracteriza a lei de poténcia e k£ € uma constante de proporcionalidade.

z

Do ponto de vista algoritmico, a relevancia deste fato é a evidéncia cres-
cente de que alguns problemas de otimizacdo parecem admitir solu¢des mais eficien-
tes em grafos lei de poténcia do que em outros grafos em geral. Estudos empiricos
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[Park and Lee 2001, Silva et al. 2013, Rogiski 2016, Pinto and da Silva 2017] mostram
que algoritmos gulosos atingem solugdes muito proximas da 6tima em tais grafos, em
particular, melhores que as garantias de aproximacao que se aplicam a grafos no caso
geral para problemas como o da coloracdo de vértices, clique mdxima e o da cober-
tura minima por vértices. Isso explica em parte porque problemas computacionalmente
dificeis em algumas circunstancias admitem solucdes eficientes na prética. Recentemente
alguns estudos analiticos [Shen et al. 2012, Gast and Hauptmann 2014, Gast et al. 2015,
Vignatti and da Silva 2016] tém procurado esclarecer este fato e dar sustentacdo ma-
tematica a tal fendmeno.

O presente trabalho se insere neste contexto, investigando o problema da clique
maxima em grafos lei de poténcia, dado a falta de andlise tedrica presente na literatura
acerca de tal problema. O primeiro passo para entender o comportamento de algoritmos
para clique médxima ¢ compreender o fendmeno do aparecimento de cliques em modelos
de grafos aleatdrios que seguem a lei de poténcia. Neste estudo preliminar investigamos o
aparecimento de cliques de diversos tamanhos em um modelo conhecido como modelo de
ligacdo preferencial. O objetivo disso € estabelecer as bases para o prosseguimento deste
projeto que visa o esclarecimento de qudo rdpido decai a quantidades de cliques nestes
grafos 2 medida que o tamanho requerido para tal clique cresce e como isso impacta no
desempenho de algoritmos para o problema da clique maxima.

2. Modelos de Grafos Aleatorios

O estudo de modelos de grafos aleatdrios iniciou-se na década de 60 com
[Erdds and Rényi 1960]. Os pesquisadores buscavam analisar redes complexas, pro-
pondo modelos mateméticos capazes de prever algumas caracteristicas de tais redes muito
antes que dados massivos de redes de grande escala estivessem disponiveis, como €
o caso hoje. Tais modelos podem ndo capturar com exatiddo fendmenos de muitos
grafos advindos de aplicacOes praticas, pelo fato de induzirem uma distribui¢do nor-
mal (ao invés de, por exemplo, lei de poténcia) nos graus dos vértices. Ainda as-
sim, a simplicidade dos modelos de Erdos e Rényi resultou na ascensdo de um grande
interesse de estudo de grafos aleatdrios estabelecendo as bases da pesquisa na drea.
[Aiello et al. 2001, Bollobds et al. 2001, Mitzenmacher and Upfal 2017, Hofstad 2010].

Atualmente, os modelos propostos no estudo de redes de grande escala e que aco-
modam o fendmeno da lei de poténcia, sdo comumente divididos em trés grupos: grafos
aleatorio generalizado (GRG), modelo de configuracdo e modelo de liga¢do preferencial.

O modelo de ligacdo preferencial, que é o modelo utilizado neste trabalho, € inspi-
rado em uma das hipéteses para o aparecimento do fendmeno lei de poténcia. A hipdtese
€ que redes na natureza tendem a comecar pequenas e crescem com o tempo seguindo um
processo denominado ligacdo preferencial [Barabdsi and Albert 1999]. A regra define
que novos vértices que vao sendo adicionados ao grafo, se conectam preferencialmente
a vértices que ja possuam bastantes conexodes. De maneira mais precisa, neste trabalho é
utilizado o modelo proposto por [Hofstad 2010] para estudar o fendmeno do aparecimento
de cliques de diversos tamanhos em grafos lei de poténcia.




ISSN: 2526-1371 @

3. O Modelo de Ligacao Preferencial

Em modelos de ligacdo preferencial os vértices sdo adicionados sequencialmente com
uma ou mais arestas, proporcionando o crescimento do grafo. Essas arestas sdo conec-
tadas a vértices pré-existentes no grafo com probabilidade proporcional ao grau desses
vértices, favorecendo ainda mais o crescimento dos graus dos vértices que jd tem grau
elevado, levando o fendomeno da lei de poténcia emergir.

Definicao 3.1 (Modelo de Ligagdo Preferencial [Hofstad 2010]) O modelo produz
uma sequéncia de grafos nio direcionados denotada por (PAgm’é))tx, onde para cada
tempo ¢ é gerado um grafo com ¢ vértices, onde cada vértice possui m arestas resultando
em mt arestas no total. O parametro 6 do modelo controla a proeminéncia da lei de
poténcia nos grafos gerados.

Inicialmente, o modelo é definido em termos de m = 1, onde os grafos gerados
consistem em uma colecdo de drvores. O conjunto de vértices do modelo PAil’é) ¢ deno-
tado como {vgl), vél), o vﬁl)}. Seja D;(t) o grau do vértice vl(l) no tempo ¢, onde um lago
aumenta o grau em 2. Por defini¢do, PA (1,9) consiste em um grafo de um Unico vértice
com um lago. A regra para se obter o grafo PA 1 a partir de PA ) ¢ descrita abaixo

usando a seguinte notacao: 1;§m)

o™ para o vértice ’U(-m)

— vﬁ ™) denota o surgimento de uma aresta do vértice

. Segue a regra define o modelo aleatoério:

1. Adicione um vértice v, contendo uma aresta em PAt +1 .
2. A aresta € conectada a outro vértice com probabilidade:

145 _
Pr(vﬁ)l ~ U( )) (2?3;#6% O<i<itl Vo > —1
Grorimsr sel<i<t+

Para valores de m > 1, o modelo € definido em termos do modelo para m =

1, da seguinte forma: Fixa-se 6 > —m; Amostra-se um grafo do modelo PA (1 O/ '")

£t 1 1
e denota qeus vértices como {v% ), 1)5 ) mt}, Colapsa-se os m primeiros Vertlces de

1, L. - p S o 5 .

PA( /™ em um dnico vértice que serd o primeiro vértice de PAgm ), ou seja, vgm) =
(1) . o

{U . um } Ao fazer isso, todas as arestas que sdo incidentes em qualquer um dos

(15 L o
/™ serdo incidentes no novo vértice v\™.

m pr1me1ros vértices de PA
A seguir colapsa-se os proximos m vértices para se tornarem

vém) = ol ui)Y, e assim consecutivamente até que v =

{vt Dmt1r ((tl)l)m+2»-~~>vn»1b2}. Ou seja, para m > 1 o modelo gera um grafo em

termos de m = 1 e logo depois converte-o para o valor de m desejado. A Figura 1 ilustra
o processo de geracdo do grafo para um valor de m = 2.

(m,9) (1 5/m)

Para entender P A, em termos de PA € necessdrio observar que uma

aresta em PAg,llt /M) & conectada a um determmado vértice v,(C ) com probabilidade pro-

porcional ao peso do vértice, onde o peso € igual ao grau do vértice somado com §/m.

o/m)

~ Lo 5
Como os vértices em PA sdo colapsados para formarem os vértices de PA,Em )
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Figura 1. Exemplo com m = 2. As

arestas presentes na figura fo- Figura 2. Eventos para o aparecimento
ram criadas no passo inicial do de um K5. Os trés vértices finais
processo, em que m = 1. da clique s&@o os coloridos com as

cores vermelha, azul e amarela.

= 8) . o .
entdo uma aresta em PA(m’ ) ¢ conectada a um determinado vértice 'u,(cm) com probabili-

dade proporcional a soma dos pesos dos m vértices em PA (19/m) Pado que a soma dos
graus dos m vértices em PA( 2/m) ¢ igual ao grau do Vertlce U,(;” em PAgm’é), entdo a
probabilidade da aresta conectar no vértice v,(;”) é igual ao seu grau somado com 8. E
importante ressaltar que durante a geracdo do grafo, para valores de m > 1, os graus sdao

atualizados apds cada aresta ser adicionada ao grafo.

4. Aparecimento de cliques em grafos aleatorios lei de poténcia

Agora ¢é apresentado o cédlculo da probabilidade do aparecimento de cliques em grafos
amostrados do modelo apresentado na Se¢do 3. Para facilitar o entendimento, inicial-
mente realizamos o cdlculo para cliques de tamanho 3 e, em seguida generalizamos para
cliques arbitrdrias.

Para que haja ciclos no grafo (e consequentemente cliques de tamanho maior que
2), precisa-se de m > 1l et > 2. Seja G um grafo amostrado do modelo PA:(&Q"S)
Como o modelo gera grafos inicialmente em termos de m = 1, primeiramente tem-se
um grafo com mt vértices onde cada vértice liga-se com apenas um outro vértice. Logo,
para que apareca uma clique, dados trés vértices vl(m), v](-m), pi™ distintos, é necessdrio
que acontecam os seguintes eventos: F; = pelo menos um par de vértices conectado
entre {’U(/l ), (,1,)} {U(/l), (1)}' E, = pelo menos um par de vértices conectado entre

{vk, , Uk,, } e {v 0l i }; E5 = pelo menos um par de vértices conectado entre {Uk/ , vk,,)}

e {Uj,), Vo )}. A Figura 2 ilustra tais eventos.

. . . L . 2
Como mencionado anteriormente, a probabilidade de um vértice v,f

‘L (2)
aresta com o vértice v;

) ter uma
¢ proporcional a soma dos pesos desses vértices se conec-

tarem para m = 1. Em outras palavras, Pr(E;) = Pr(v](?) — vl@)) ¢ igual a
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Pr( PUR v )—i—Pr( PU v,,)—i-Pr(v,, — U )—i—Pr(v(,l, o U,,) O Lema a
segulr generahza a probablhdade de existir uma aresta entre um par qualquer de vértices
param > 1.

(m)

Lema 4.1 A probabilidade de vgm) ser adjacente a v; ~ € dada por

. . Dp(l—1)+96
Pr(v;™ — ™) = Z Z (1—=1)240)+(1+9)

I=(i—1)m+1 k=(j—1)m+1

A prova do Lema 4.1 vem da formalizacdo do argumento esbocado nos paragrafos
anteriores. A seguir o resultado principal deste trabalho:

Teorema 4.1 Seja K, C G o evento de uma clique de tamanho z aparecer em um
(m.0)
grafo no modelo (PA;");~1. Temos que

Pr(K, CG) = Z H Pr(v m—)vk N
S;€[t]  0<y,k
|S|=t—z 7,kE[t]\S;

Prova: Comecaremos calculando a probabilidade para uma clique de tamanho 3 dados 3

- ot (m)  (m)  (m) - : - )
vértices distintos v; v, v, . Como mencionado anteriormente, para a clique apare
cer é necessdrio que acontecam os seguintes eventos Pr( L) - Pr(kEy) - Pr(Es). Utili-
zando o Lema 4.1, temos que a probabilidade dos 3 vértices formarem uma clique € igual
a Pr(v](-m) = o™ Pr™ = o™y Prol™ - v](-m)). Porém essa € a probabilidade
para uma clique considerando somente os 3 vértices fixos. Vamos agora considerar todos
os possiveis conjuntos de 3 vértices do grafo.

A equacdo generalizada para cliques de tamanho 3 em qualquer grafo e para qual-

quer conjunto de vértices € igual a Pr(K3 C G) = >, ] Pr(v](-m) — ™),
Si€lt]  0<y,k
|S|=t—3 j,k€[t]\S;

onde o indice do produtério percorre os vértices de um determinado subconjunto de
vértices, onde esse subconjunto é dado pelo somatdrio, que itera sobre todas as possiveis
combinacdes de vértices do grafo. Isso nos fornece a probabilidade do aparecimento de
cliques de tamanho 3. Para generalizar esta férmula para cliques de qualquer tamanho, o
tamanho do conjunto S é igual a |S| = ¢t — z, onde = é o tamanho da clique desejada. OJ

5. Conclusoes e Trabalhos Futuros

Ainda que preliminares, os resultados obtidos contribuem para analisar o surgimento de
cliques de diversos tamanhos em grafos aleatdrios lei de poténcia. Pode-se observar que
¢ necessdrio aumentar muito o ndmero de arestas de um dado grafo para possivelmente
surgir uma clique, dado que a probabilidade vai decrescendo a medida que o tamanho da
clique aumenta. Na opinido dos autores, isso deve ajudar no desempenho de algoritmos
de otimizacdo em tais grafos lei de poténcia. Para confirmar ou refutar esta hipdtese,
0 passo seguinte neste projeto serd obter resultados analiticos a respeito do tamanho da
maior clique do grafo e realizar experimentos com o problema da clique médxima.
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