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RESUMO

Um modelo bipartido de intervalos é uma bipartigdo de um
numero finito de intervalos na reta real. Um grafo de bi-
intervalos é um grafo de intersec¢gdo de um modelo bipartido
de intervalos onde cada vértice corresponde a um intervalo
e dois vértices compartilham uma aresta se, e somente se,
ambos intervalos correspondentes possuem intersec¢ao e nao
pertencem a mesma parte. Uma biclique de um grafo é um
subconjunto de vértices que induz um subgrafo bipartido
completo. Este artigo apresenta um algoritmo de varredura
para encontrar todas bicliques maximais de um grafo de bi-
intervalos a partir de seu modelo bipartido de intervalos e
propde uma modificagdo para grafos bi-arco-circulares.

ABSTRACT

A bipartite interval model is a bipartition of a finite number
of intervals on the real line. An interval bigraph is the in-
tersection graph of a bipartite interval model in which each
vertex corresponds to an interval and two vertices share an
edge if, and only if, both corresponding intervals have an in-
tersection and do not belong to the same part. A biclique of
a graph is a subset of vertices that induces a complete bipar-
tite subgraph. This article presents a sweep line algorithm
for finding all maximal bicliques of an interval bigraph from
its bipartite interval model and proposes a modification for
circular-arc bigraphs.
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1. INTRODUCAO

Um modelo bipartido arco-circular é uma tripla (A, B,
E) onde A, B sdo conjuntos finitos disjuntos, que chamamos
de partes, cujos elementos chamamos de intervalos (ou ar-
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Figura 2: Modelo bipartido de intervalos

cos) e E é uma ordenagdo total do conjunto dos extremos
de cada intervalo, que definimos por {0,1} x (AU B). Seja
um modelo bipartido arco-circular M, denotamos suas com-
ponentes A, B e E por, respectivamente, A(M), B(M) e

Para todo intervalo d € A(M)UB(M), chamamos (0, d) e
(1,d) de, respectivamente, evento de inicio de d e evento
de fim de d e denotamos por, respectivamente, sq € fq.

Dizemos que um modelo bipartido arco-circular é um mo-
delo bipartido de intervalos se o evento de inicio de todo
intervalo ocorre antes de seu respectivo evento de fim.

A Figura 1 é um exemplo de um modelo bipartido arco-
circular M onde A(M) = {a,c,e}, B(M) = {b,d} e
]E(M) = (Slh Jo, 8¢y fa, 8d, Se; fes S, fes fd) Arcos de A es-
tao representados em tracejado e arcos de B estdo em linhas
continuas. Note que fj, ocorre antes de sp.

A Figura 2 é um exemplo de um modelo bipartido de inter-
valos M onde A(M) = {a,c,e,g,i}, B(M) = {b,d, f,h,j}
€ ]E(M) = (Sﬂd sb;fa75h75mfb, si?‘sd?fh?fm S€7Sj7 f’ia fd75f7
fes [isSgs f, fg). Intervalos de A estdo representados em
tracejado e intervalos de B estdo em linhas continuas.

Um grafo bi-arco-circular é um grafo de interseccéo de
um modelo bipartido arco-circular onde cada vértice corres-
ponde a um intervalo e dois vértices sdo conectados por uma
aresta se, e somente se, ambos os intervalos correspondentes
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Figura 3: Grafo bi-arco-circular e seu modelo bipar-
tido arco-circular

possuem interseccao nao vazia entre si e nao pertencem a
mesma parte. Um grafo bi-arco-circular é de bi-intervalos
se admite um modelo bipartido de intervalos como modelo
de interseccdo.

A Figura 3 é exemplo de um modelo bipartido arco-circular
M, definido por A(M) = {a,c,e}, B(M) = {bd, [} e
IE(M) = (Sa7fbysfyscvfa7ff7 Sd; 857f675b7f57fd)7 € seu res-
pectivo grafo bi-arco-circular. Arcos de A estdo representa-
dos em tracejado e arcos de B estdo em linhas continuas.

Uma biclique de um grafo é um subconjunto de seus vérti-
ces que induz um bipartido completo. Uma biclique S de um
grafo G é dita maximal se ndo existir um vértice v € V(G)\S
tal que S U {v} induz um bipartido completo.

O grafo representado na Figura 3 possui seis bicliques ma-
ximais: {f,a,b}, {a,b,e}, {b,e,d}, {e,d,c}, {d,c, f} e{c, [,

a}.

1.1 Motivacao

O estudo de problemas computacionais em grafos busca
melhor compreensao da relagdo entre as classes e a complexi-
dade de sua solugdo. Dos algoritmos para listagem de bicli-
ques maximais, podemos citar o de Alexe et al. que, embora
seja exponencial, admite variantes polinomiais em relacéo a
entrada e salda e duas classes de grafos onde o algoritmo
¢é polinomial em relacdo a entrada [1]. Dias, Figueiredo e
Szwarcfiter [2], Makino e Uno [4] propdem algoritmos po-
linomiais para certas classes de grafos. Eppstein apresenta
um algoritmo de complexidade linear quando parametrizada
em func¢do da arboricidade do grafo de entrada [3].

Miiller prova que Cg é uma estrutura proibida dos grafos
de bi-intervalos [5] e, a partir desse resultado, Prisner en-
contra um limitante superior de (|A||B|)? para o ntimero de
bicliques maximais do grafo, para as partes A e B [6].

O algoritmo apresentado neste trabalho usa uma estraté-
gia de varredura sobre a ordem dos eventos de inicio e fim
dos intervalos de algum modelo bipartido de intervalos para
encontrar todas bicliques maximais do grafo correspondente.
Acreditamos que, como a ordem dos eventos é preservada no
modelo, é possivel ter mais controle sobre a identificagdo de
bicliques do que quando a entrada é um grafo.

Neste trabalho, também propomos uma modificagdo do
algoritmo para tratar o caso de grafos bi-arco-circulares, os
quais podem ser descritos como uma generalizacdo dos gra-
fos de bi-intervalos.

2. ALGORITMO

O algoritmo para listar todas as bicliques maximais que

propomos usa uma estratégia de varredura sobre os eventos
de inicio e de fim do modelo bipartido de intervalos pela or-
dem dada por E. Uma lista de potenciais bicliques é mantida
com partes que podem receber intervalos a cada evento de
inicio e cada parte pode ser impedida de receber intervalos
a medida que eventos de fim sdo percorridos.

Porém, o algoritmo também encontra bicliques ndo-maxi-
mais e subconjuntos de vértices que pertencem a uma mesma
parte. Ao fim da varredura, potenciais bicliques com uma
das partes vazias ou que ndo sdo maximais sdo removidas,
restando apenas as bicliques maximais do grafo correspon-
dente ao modelo.

2.1 Lista de Potenciais Bicliques

A lista comecga com uma potencial biclique vazia com am-
bas as partes abertas para receber intervalos e percorre todos
os eventos pela ordem definida por E. Para cada evento de
fim encontrado, é feita uma cépia de cada potencial biclique
que possui o intervalo, removendo-o, e a potencial biclique
original tem a parte contraria a do intervalo fechada.

Definimos as sub-rotinas como:

e INSERE(L, z): Insere elemento z ao fim da lista L;
e REMOVE(L, z): Remove elemento z da lista L;

e BICLIQUE_ VAZIA(): Gera uma estrutura de potencial
biclique com ambas as partes vazias e abertas;

e INTERVALO__EVENTO(e): Retorna um elemento de AU B
correspondente ao evento e;

e PARTE_ABERTA(b,p): Retorna verdadeiro se a parte p
da biclique b esta aberta e falso caso o contrério;

e FECHA_PARTE(b,p): Marca a parte p da biclique b
como “fechada’”; e

e Coria(b): Retorna uma cépia independente da bicli-
que b.

Algoritmo 1 Geracdo da lista de potenciais bicliques

Entrada: Modelo bipartido de intervalos (A, B, E)
Saida: Lista de potenciais bicliques

1: Funcdo BIVSWEEPLINE(A, B, E)

2: Lista L

3 INSERE(L, BICLIQUE__VAZIA())

4 Para todoec E :

5: Intervalo d <— INTERVALO__EVENTO(e)

6: Se d € A entao:

T p+1

8: Senao: >deB
9: p<+ —1

10: Se e € {0} x (AU B) entéo:

11: Para todo !l € L :

12: Se PARTE_ABERTA(/, p) entéo:

13: INSERE(([p], d)

14: Senao: >ec{l} x (AUB)
15: Para todol e L :

16: Se d € l[p] entao:

17: ' + Coria(l)

18: FECHA_PARTE(l, —p)

19: REMOVE(!'[p], d)
20: INSERE(L, )

21: Retorne L




Como descrito pelo algoritmo 1, a lista das potenciais bi-
cliques comega com uma potencial biclique vazia com ambas
as partes abertas para receber novos intervalos. Eventos sdo
percorridos pela ordem dada em E e cada parte é indexada
na potencial biclique por 1 e —1. Se o evento encontrado for
de inicio, seu intervalo correspondente é inserido em todas
potenciais bicliques com a parte correspondente ao inter-
valo aberta. Se o evento for de fim, todas as potenciais
bicliques que contém o intervalo correspondente ao evento
sdo copiadas sem o intervalo e as potenciais bicliques que
foram copiadas tém suas partes contrarias correspondentes
ao intervalo fechadas.

2.2 Limpeza da Lista

A limpeza da lista é uma simples comparacio duas-a-duas
procurando por potenciais bicliques que estejam contidas em
outras. Um teste para determinar potenciais bicliques com
uma das partes vazias também é feito durante as compara-
coes.

Algoritmo 2 Limpeza da lista de bicliques maximais

Entrada: Lista de potenciais bicliques L e nimero de in-
tervalos n = |AU B|

Saida: Lista de bicliques maximais

1: Fungao LiMPEZA(L,n)

2: k<« |L]

3: Vetor vi[n] < (0,...,0)

4 Vetor vz[k] + (0,...,0)

5: Para todo I; € [1.k] e v2[l1] =0:

6: Se l1[1] = @ ou l1[-1] = & entao:
7: ’Uz[ll} —1

8 Senao:

9: Para todo i € L[l1] :

10: vi] < 1

11: Para todo lx € [1.k] e l1 #Zlz e v2[l2] =0:
12: contida < 1

13: Para todo i € L[l5] :

14: Se v1[i] = 0 ent&o:

15: contida < 0

16: Se contida = 1 entao:

17: Ug[lz] —1

18: Para todo i € L[l1] :

19: vii] < 0

20: Lista L’

21: Para todo i € k :

22: Se v3[i] = 0 entéo:
23: INSERE(L', L))
24: Retorne L’

Como descrito pelo algoritmo 2, as comparacées da lim-
peza, que sdo feitas duas-a-duas, marcam intervalos pre-
sentes na primeira potencial biclique e testam se todos os
intervalos da segunda potencial biclique foram marcados.
Havendo um intervalo ndo marcado, a segunda potencial bi-
clique difere da primeira por algum intervalo ndo presente.
Se todos os intervalos da segunda potencial biclique estdo
marcados, entao ela esta contida na primeira e seu indice na
lista é marcado como “para remocdo”. Potenciais bicliques
marcadas para remo¢ao nao sdo comparadas com as demais.

Por fim, a limpeza retorna a lista de todas potenciais bi-
cliques que néo foram marcadas para remocgao.
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2.3 Corretude

Como um dos resultados recentes do projeto, temos uma
prova de que todas bicliques maximais do grafo correspon-
dente ao modelo de entrada sdo encontradas pelo algoritmo.
A prova de corretude se baseia na invariante de laco:

TEOREMA 1. Seja e; o evento contido na wvaridvel e do
lago da linha 4 de BIVSWEEPLINE durante sua i-€ésima ite-
ra¢io. Apds a execug¢io da i-ésima iteragdo, o algoritmo
encontra todas bicliques mazimais contidas no conjunto de
todos intervalos que comegam antes do ultimo evento de fim
de (e1,...,€5).

PROVA. Seja B; o conjunto de todas as bicliques maximais
que possuem apenas intervalos que comegam antes do tltimo
evento de fim de (e1,...,¢€;), para todo i € [1..|E(M)]] e
qualquer modelo bipartido de intervalos M. Seja também
Bo=@.

Assumindo que o algoritmo encontra todas as bicliques
maximais em 3;,_1, provamos que ele encontra todas as bi-
cliques maximais em B;. Para isso, consideramos dois casos:
e; é evento de inicio e e; é evento de fim.

Para o caso de e; ser evento de inicio, provamos que o
intervalo correspondente a e; néo é inserido em alguma po-
tencial biclique de modo que alguma biclique maximal seja
perdida.

Provamos isso pela seguinte reducdo ao absurdo: assumi-
mos que o intervalo d correspondente a e; é inserido na po-
tencial biclique correspondente a biclique maximal b € B;_1.
Logo, temos que a parte de b correspondente a d estava
aberta. Como b é biclique, temos que a parte contraria a
de d ndo é vazia. Como a parte correspondente a d estava
aberta, nenhum intervalo da parte contréaria terminou, o que
faz que d intersecte todos os intervalos da parte contraria.
Logo, bU {d} é biclique e, portanto, temos que b ndo é ma-
ximal.

Para o caso de e; ser evento de fim, temos um novo iltimo
evento de fim percorrido em relagio a (¢ — 1)-ésima iteracio
e, portanto, mais bicliques maximais podem ter sido encon-
tradas dependendo dos seguintes subcasos: e; é o primeiro
evento de fim percorrido, e;—1 também é evento de fim e
ei—1 ¢ evento de inicio.

Se e; for o primeiro evento de fim percorrido, temos apenas
uma potencial biclique e ambas as partes estdo abertas até
a (i — 1)-ésima iteracdo. Temos que, se houver uma biclique
em B;, ela possui apenas os intervalos da potencial biclique
encontrada.

Se e;_1 for evento de fim, temos que B; = B;_1 e, como o
algoritmo apenas fecha a parte contraria a do intervalo que
termina e faz cépias removendo tal intervalo em todas as
potenciais bicliques que o contém, todas bicliques maximais
encontradas até a (i — 1)-ésima iteracdo néo sdo perdidas na
i-ésima iteracao.

Se e;—1 for evento de inicio, mostramos que todos os inter-
valos que comegam entre o peniltimo e o ultimo evento de
fim sdo inseridos nas potenciais bicliques de tal forma que
todas as bicliques maximais em B; \ B;_1 sdo encontradas.

Portanto, mostramos que as potenciais bicliques que ge-
ram as bicliques maximais a partir dessas insercoes ja fo-
ram produzidas pelo algoritmo até a iteragdo do peniltimo
evento de fim encontrado. Entretanto, a prova encontrada
da existéncia de tais potenciais bicliques é muito longa para
ser apresentada neste trabalho. [J

Com o término do lago e como consequéncia da invariante
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de lago, o algoritmo encontra todas bicliques maximais por
ter percorrido todos eventos de inicio que, por lidar com
modelos bipartidos de intervalos, ocorrem antes do tltimo
evento de fim.

2.4 Adaptacao para o Caso Bi-Arco-Circular

Para tratar o caso bi-arco-circular, percorremos os even-
tos de inicio e fim uma segunda vez. Como as bicliques
maximais podem ser “cortadas” pela entrada com eventos
de fim ocorrendo antes de seu respectivo eventos de inicio,
percorremos os eventos uma segunda vez para garantir que
todo evento de fim possua um respectivo evento de inicio o
precedendo.

Algoritmo 3 Geracdo da lista de potenciais bicliques adap-
tada para o caso bi-arco-circular
Entrada: Modelo bipartido arco-circular (A, B, E)
Saida: Lista de potenciais bicliques

1: Fungdo BACSWEEPLINE(A, B, E)

2: Retorne BIVSWEEPLINE(A, B, EE)

A notacdo EE, usada pelo algoritmo 3, representa a conca-
tenagdo de E com E. Como descrito pelo algoritmo, eventos
de inicio e fim sdo processados da mesma forma que o caso
bi-intervalo. Eventos de fim que ndo possuem seu respec-
tivo evento de inicio o precedendo sdo ignorados, pois ne-
nhuma potencial biclique possui o intervalo correspondente
no momento. Intervalos que comegam uma segunda vez sdo
tratados da mesma forma que na primeira. Se eles pude-
rem ser inseridos em potenciais bicliques que ja os contém,
a segunda inser¢cao pode ser omitida.

No caso bi-arco-circular, ndo apenas bicliques ndo-maximais
sdo encontradas, mas também duplicatas de bicliques ma-
ximais. O algoritmo da limpeza sugerido também trata da
remocao de duplicatas, pois nenhuma potencial biclique é
marcada para remocao se nao houver outra que a contém e
que nao esteja marcada.

Portanto, ainda ndo temos uma prova de corretude para
o caso bi-arco-circular. Ainda é necessirio analisar casos
como bicliques cujos intervalos cobrem todo o circulo.

2.5 Complexidade

Para o célculo de complexidade, definimos n = |AU B| =
%, para a entrada (A, B,E), e k como o tamanho da lista
de potenciais bicliques encontradas pelo algoritmo. Como é
dificil prever quantas potenciais bicliques sdo encontradas,
descrever como um valor separado do ntimero de intervalos
serd conveniente para o cdlculo de complexidade.

A geracdo da lista é feita em O(kn?), por percorrer a
sequéncia de eventos E e, para cada evento, percorrer no
maximo k potenciais bicliques com uma busca em até n in-
tervalos para cada potencial biclique. Cada cépia é limitada
aos n intervalos do modelo para cada potencial biclique.

Cada comparacdo entre bicliques é feita de forma linear
limitada aos n intervalos. As potenciais bicliques sdo com-
paradas duas-a-duas, o que nos da O(k2n) para a limpeza.

Temos a geracdo da lista de potenciais bicliques em O(k*n+
kn?) = O(kn(k +n)).

Enquanto ainda ndo temos um limitante para k em funcédo
de n, suspeitamos que k seja exponencial em n. Porém, em-
bora tenhamos tido o intuito de manter o algoritmo simples,
acreditamos que é possivel prever quais potenciais bicliques

nao serao bicliques maximais durante a varredura, evitando
copias desnecessarias e potencialmente reduzindo o limitante
de k em funcdo de n.

3. CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Vaérias estratégias foram sugeridas para a listagem de bi-
cliques maximais em diferentes classes de grafos [3, 1, 4, 2].
Embora a estratégia de varredura sobre os eventos de ini-
cio e fim do modelo bipartido de intervalos sugerida neste
trabalho para grafos de bi-intervalos parega ineficiente, ela
possui uma simples adaptacdo que acreditamos resolver o
caso bi-arco-circular. Também acreditamos que tal inefici-
éncia ndo o torna irrelevante para futuras investigacdes das
bicliques maximais em grafos de bi-intervalos.

A prova de corretude encontrada também pode contribuir
para melhor entendimento da localizacdo de bicliques maxi-
mais em modelos bipartidos de intervalos por tornar mais
explicito como as bicliques maximais sdo descritas em ter-
mos de inserc¢des, cdpias com remocgoes e fechamento de par-
tes de potenciais bicliques, levando a encontrar algoritmos
de varredura mais eficientes. Porém, ainda nao podemos
usar os argumentos da prova do caso de bi-intervalos para o
caso bi-arco-circular.

Um possivel caminho para futuras investigagdes é deter-
minar se a adaptacdo para o caso bi-arco-circular é correta,
o que pode trazer algumas respostas quanto a natureza das
bicliques de tais modelos. Caso seja correto, a distribui-
¢ao de bicliques maximais pelos modelos bipartidos arco-
circulares ndo é muito diferente da distribuigdo do caso de
bi-intervalos, o que pode ser um indicio de que ambas as
classes ndo sdo muito distintas em relacdo ao problema da
listagem de bicliques maximais.
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