
Coloração de arestas distinta nos vértices adjacentes em
potências de caminho

Mayara Midori Omai
∗

Universidade Tecnológica
Federal do Paraná

Av. Monteiro Lobato km 04
Ponta Grossa, Paraná

omai@alunos.utfpr.edu.br

Sheila Morais de Almeida
Universidade Tecnológica

Federal do Paraná
Av. Monteiro Lobato km 04

Ponta Grossa, Paraná
sheilaalmeida@utfpr.edu.br

Diana Sasaki Nobrega
Universidade do Estado do

Rio de Janeiro
R. São Francisco Xavier, 524

Maracanã, Rio de Janeiro
diana.sasaki@ime.uerj.br

RESUMO
O Problema da Coloração de Arestas Distinta nos Vértices
Adjacentes consiste em, dado um grafo, utilizar o menor
número de cores posśıvel para colorir suas arestas de forma
que arestas incidentes no mesmo vértice tenham cores dis-
tintas e o conjunto de cores incidentes em cada vértice seja
diferente dos conjuntos de cores dos seus vizinhos. Nesse tra-
balho usamos a técnica pullback para resolver o Problema
da Coloração de Arestas Distinta nos Vértices Adjacentes
quando restrito aos grafos potências de caminho P k

n , com
n ≥ 3k.

Palavras-chave
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ABSTRACT
The Adjacent Vertex Distinguishing Edge-Coloring Problem
consists in assigning the minimum number of colors to the
edges of a given graph, such that adjacent edges have distinct
colors and the color set of each vertex is different of the
color sets of its neighbours. In this work we use the pullback
technique to solve the Adjacent Vertex Distinguishing Edge-
Coloring Problem for the power of a path, P k

n when n ≥ 3k.
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1. INTRODUÇÃO
Nesse trabalho, denota-se por G = (V,E) um grafo conexo

e simples com conjunto de vértices V e conjunto de arestas
E.

Em um grafo, dois elementos são adjacentes se: i) são
um par de vértices que constituem uma aresta do grafo, ii)
são duas arestas que contêm um mesmo vértice, ou iii) se
são uma aresta e um dos vértices que a compõem. Clas-
sicamente, os problemas de coloração em grafos consistem
em determinar o número mı́nimo de cores necessárias para
colorir os elementos de um grafo de forma que elementos
adjacentes tenham cores distintas.

O Problema da Coloração de Vértices, por exemplo, con-
siste em colorir os vértices de um grafo de forma que vér-
tices adjacentes tenham cores distintas utilizando para tal o
menor número de cores posśıvel. O Problema da Coloração
de Arestas consiste em colorir, com o menor número de cores
posśıvel, as arestas de um grafo de forma que arestas adja-
centes tenham cores distintas. Outro problema de coloração
em grafos bastante conhecido é o Problema da Coloração
Total, que consiste em colorir tanto os vértices quanto as
arestas de um grafo de forma que quaisquer dois elementos
adjacentes tenham cores distintas. Tais problemas possuem
diversas aplicações, dentre elas estão os problemas de alo-
cação de recursos, escalonamento de tarefas, projeto de redes
elétricas, projetos de circuitos e particionamento de conjun-
tos [3, 7].

Recentemente, outros problemas de coloração surgiram,
impondo mais restrições à coloração de grafos. Dentre as
restrições que podem ser impostas, algumas consideram o
conjunto de cores de cada vértice, composto pelas cores das
arestas que incidem no mesmo. Uma coloração de arestas é
distinta nos vértices se o conjunto de cores em cada vértice
do grafo é único [2].

Ainda considerando restrições sobre o conjunto de cores
dos vértices de um grafo, pode-se relaxar a restrição de que
tais conjuntos sejam únicos, exigindo-se apenas que os con-
juntos de cores de vértices adjacentes sejam distintos. Tal
coloração de arestas é chamada de coloração de arestas dis-
tinta nos vértices adjacentes (coloração de arestas DVA).
Um exemplo de coloração de arestas DVA pode ser visto
na Figura 1. Note que a coloração de arestas do exemplo
não é uma coloração de arestas distinta nos vértices, já que
existem dois vértices com conjuntos de cores {0, 2, 3}, en-
tretanto, é uma coloração de arestas distinta nos vértices
adjacentes, já que os vértices com mesmo conjunto de cores



não são adjacentes.

Figura 1: Exemplo de coloração de arestas DVA.

Zhang et al. [12] formalizaram e apresentaram os primeiros
resultados sobre o Problema da Coloração de Arestas Dis-
tinta nos Vértices Adjacentes, que consiste em determinar
o menor número de cores necessário para se obter uma col-
oração de arestas distinta nos vértices adjacentes, chamado
de ı́ndice cromático distinto nos vértices adjacentes e deno-
tado por χ′a(G).

Dentre as classes de grafos nas quais o Problema da Co-
loração de Arestas DVA está em aberto encontra-se a classe
das potências de caminho. Um caminho com n vértices, Pn,
é um grafo com conjunto de vértices V = {v0, v1, . . . , vn−1}
e conjunto de arestas E = {(vi, vi+1), 0 ≤ i < n − 1}. Em
um grafo G, a distância entre quaisquer dois vértices u e v
é o número de arestas do menor caminho que conecta u a v
em G. A k-ésima potência de um caminho com n vértices,
denotada por P k

n , é constrúıda incluindo no grafo caminho,
Pn, todas as arestas que conectam pares de vértices que
estejam à distância até k no Pn.

Esse artigo apresenta uma solução para o Problema da
Coloração de Arestas DVA em potências de caminho P k

n

com n ≥ 3k.

2. PRELIMINARES
Segundo Zhang et al [12] se um grafo G desconexo é com-

posto por n componentes G1, G2, . . . , Gn com pelo menos
3 vértices cada uma, então χ′a(G) = max{χ′a(G1), χ′a(G2),
. . . , χ′a(Gn)}. Portanto, basta considerar os grafos conexos.
Note que se um grafo G conexo é composto por um ou dois
vértices, o mesmo não possui uma coloração de arestas DVA.

Os lemas a seguir são importantes para a compreensão
desse trabalho.

Lema 2.1. (Chartrand e Zhang [3]) Seja Kn um grafo com-
pleto com n ≥ 3. Se n é ı́mpar, então χ′a(Kn) = n e, caso
contrário, χ′a(Kn) = n+ 1.

Observe que toda potência de caminho P k
n com n ≤ k+1 é

isomorfa a um grafo completo e, portanto, para esses casos o
Problema da Coloração de Arestas DVA está resolvido, pelo
Lema 2.1.

O grau de um vértice v, denotado por d(v), é o número de
vizinhos de v no grafo. O grau máximo de G é o maior dos
graus dos vértices de G, denotado por ∆(G). Um vértice
v do grafo G é ∆(G)-vértice se d(v) = ∆(G). O Lema 2.2
apresenta um limite inferior para χ′a(G) quando G tem pelo
menos dois vértices adjacentes com grau ∆(G).

Lema 2.2. (Chartrand e Zhang [3]) Se um grafo G possui
pelo menos dois vértices de grau máximo adjacentes, então
χ′a(G) ≥ ∆(G) + 1. Caso contrário, χ′a(G) = ∆(G).

Um grafo é indiferença se, e somente se, seus vértices po-
dem ser linearmente ordenados de forma que vértices adja-
centes sejam consecutivos. É importante ressaltar que as
potências de caminho são subclasse dos grafos indiferença.

Sobre o Problema da Coloração de Arestas em grafos in-
diferença sabe-se que quando ∆(G) é ı́mpar este problema
pode ser resolvido utilizando-se ∆(G) cores [4]. Ainda não
é conhecida uma solução para o Problema de Coloração de
Arestas em grafos indiferença quando ∆(G) é par, entre-
tanto, existem soluções parciais. O problema está resolvido,
por exemplo, para os grafos split-indiferença [8], indiferença
reduzidos [6] e potências de caminho. Quando a potência
de caminho P k

n possui um vértice com grau n − 1, o prob-
lema foi resolvido por Plantholt [9]. Quando ∆(P k

n ) < n−1,
basta atribuir as cores 2i−1 e 2i para os caminhos induzidos
pelas arestas entre vértices que estão a distância i no Pn ou
somente a cor 2i − 1 se tais arestas induzem um emparel-
hamento. Em relação ao Problema da Coloração Total em
grafos indiferença, sabe-se que a conhecida Conjectura da
Coloração Total é verdadeira para esses grafos [5]. Segundo
a Conjectura da Coloração Total, qualquer grafo simples G
com grau máximo ∆(G) tem uma coloração total com no
máximo ∆(G) + 2 cores [1, 11]. Além disso, Figueiredo et
al. [5] provaram que, quando ∆(G) é par, existe uma col-
oração total do grafo indiferença utilizando ∆(G) + 1 cores,
uma solução ótima.

Tanto a solução para o Problema da Coloração de Arestas
em grafos indiferença com ∆(G) ı́mpar, quanto as soluções
conhecidas para o Problema da Coloração Total em grafos
indiferença, foram obtidas utilizando uma técnica chamada
pullback. A técnica pullback aplicada sobre um grafo G con-
siste na apropriação das cores das arestas e vértices (se co-
loridos) de um grafo completo para se obter uma coloração
para G. Na Seção 3, apresentamos o ı́ndice cromático dis-
tinto nos vértices adjacentes do grafo P k

n , n ≥ 3k, usando a
técnica pullback.

Concluimos essa seção apresentando brevemente como o
pullback é utilizado para a coloração de arestas dos grafos
indiferença com grau máximo ı́mpar.

2.1 Pullback para coloração de arestas
Dado um grafo indiferença G com ∆(G) ı́mpar, Figueiredo

et al. [4] apresentam uma coloração de arestas ótima para G
com ∆(G) cores. A técnica utilizada consiste em se apropriar
da coloração de arestas de um grafo completo K∆(G)+1 para
colorir as arestas de G.

Um grafo completo Kn com n par pode ter suas arestas
coloridas com n−1 cores com o seguinte procedimento. Ro-
tule os vértices do Kn, v0, v1, ... , vn−2, d. Atribua a cor
i+ j (mod n− 1), para a aresta (vi, vj) quando vi e vj são
distintos de d. Atribua a cor 2i (mod n − 1) para a aresta
(vi, d), 0 ≤ i ≤ n− 2.

Quando um grafo completo Kn tem n ı́mpar, não é pos-
śıvel colorir suas arestas com n − 1 cores. Nesse caso, são
necessárias pelo menos n cores e uma coloração ótima pode
ser obtida removendo-se o vértice d de um grafo Kn+1 pre-
viamente colorido como descrito. Note que, como todas as
arestas incidentes no vértice d têm cores distintas, então na
coloração de arestas do Kn com n ı́mpar o conjunto de cores
de cada vértice também é distinto.



Considere um grafo indiferença G com grau máximo ı́m-
par e uma coloração do K∆(G)+1. A apropriação de cores
do K∆(G)+1 é feita como segue. Por definição, os vértices de
G podem ser linearmente ordenados de forma que vértices
adjacentes são consecutivos. Rotule os vértices de G, v0,
v1, ..., v∆(G)−1, d, v0, v1, ..., v∆(G)−1, d. Pinte cada aresta
(vi, vj) de G, com a cor da aresta (vi, vj) do K∆(G)+1. Como
K∆(G)+1 é um grafo completo e G foi rotulado somente com
os rótulos utilizados na coloração de arestas do K∆(G)+1,
então é posśıvel pintar todas as arestas de G. Note que vér-
tices com o mesmo rótulo estão a uma distância ∆(G)+2 na
ordem dos vértices. Então, nenhum vértice v é adjacente a
dois vértices distintos que tenham rótulos iguais. Caso con-
trário, v teria grau ∆(G)+1, o que seria um absurdo. Como
nenhum vértice é adjacente a dois outros que tenham rótu-
los iguais, as arestas incidentes em um mesmo vértice tem
cores distintas. Já que não é posśıvel fazer uma coloração
de arestas de um grafo G com menos que ∆(G) cores, essa
coloração é ótima.

3. RESULTADOS
Essa seção apresenta a solução do Problema da Coloração

de Arestas DVA para a k-ésima potência de caminho com
n ≥ 3k.

A ideia é considerar somente potências de caminho com
∆(P k

n ) = 2k, que tenham pelo menos dois vértices adja-
centes de grau máximo. Pelo Lema 2.2, tais grafos têm
χ′a(P k

n ) ≥ 2k+ 1. Vamos utilizar a técnica pullback se apro-
priando das cores de uma coloração de arestas do grafo com-
pleto K2k+1 feita como descrito na Seção 2.1. Dizemos que
uma cor c sobra em um vértice v quando não existe aresta
com cor c incidente em v. Observe que em cada vértice vi
do grafo completo K2k+1 sobra a cor 2i mod (2k + 1). Por
construção, os vértices adjacentes com grau máximo no P k

n

terão conjuntos de cores distintos. Então, basta garantir
que vértices com mesmo grau e que tenham grau menor que
2k não sejam adjacentes. Esta condição é garantida quando
a potência de caminho tem pelo menos 3k vértices, como
apresentado no Lema 3.1.

Lema 3.1. Seja G uma potência de caminho P k
n . Se n ≥

3k, então não existem vértices vl e vr que são adjacentes e
d(vl) = d(vr) < ∆(P k

n ).

Prova. Seja P k
n uma potência de caminho tal que n ≥ 3k.

Como toda potência de caminho é um grafo indiferença,
seus vértices podem ser linearmente ordenados de forma
que vértices adjacentes sejam consecutivos na ordem. Con-
siderando tal ordenação, rotule os vértices do grafo P k

n ,
v0, v1, . . ., vn−1. Sejam L = {v0, v1, . . . , vk−1} e R =
{vn−k, . . . , vn−2, vn−1} os conjuntos dos k primeiros e dos
k últimos vértices nessa ordem. Como n ≥ 3k, ∆(P k

n ) = 2k.
Observe que os vértices dos conjuntos L e R não são ∆(P k

n )-
vértices. Portanto, 2k vértices têm grau menor que ∆(P k

n ).
Por construção, quaisquer dois vértices do conjunto L (ou
R) tem graus distintos. Então, se existem dois vértices vl e
vr adjacentes e com graus d(vl) = d(vr) < ∆(G), um deles
pertence a L e o outro pertence a R. Dentre os vértices de
mesmo grau e que têm grau menor que ∆(P k

n ), os que es-
tão mais próximos na ordem imposta aos vértices são vk−1

e vn−k. Como por hipótese n ≥ 3k, n − k ≥ 3k − k = 2k.
Então, vn−k é o vértice v2k ou algum vértice a sua direita
na ordem linear. Logo, a distância entre quaisquer dois vér-
tices vl e vr com d(vl) = d(vr) < ∆(P k

n ) é maior ou igual

que a distância entre vk−1 e v2k. Então, existem pelo menos
k vértices entre vl e vr. Portanto, esses vértices não são
adjacentes.

A seguir provamos que o ı́ndice cromático distinto nos
vértices adjacentes do grafo P k

n , com n ≥ 3k, é ∆(P k
n ) + 1.

Teorema 3.2. Se G é uma potência de caminho P k
n com

n ≥ 3k, então χ′a(G) = ∆(G) + 1.

Prova. É importante lembrar que as potências de cami-
nho são uma subclasse dos grafos indiferença e, portanto, é
posśıvel aplicar a técnica pullback. Considere uma potência
de caminho P k

n com n ≥ 3k. Para se obter uma coloração
de arestas DVA faça o seguinte procedimento. Obtenha a
coloração de arestas do grafo K2k+1. Rotule os vértices do
P k
n : v0, v1, v2, ... ,v2k, ..., v0, v1, v2, ... ,v2k, v0, .... Pinte

cada aresta (vi, vj) do P k
n , com a cor da aresta (vi, vj) do

K2k+1. Após o procedimento, todas as arestas do P k
n estão

coloridas, já que para qualquer par de rótulos a cor da aresta
está definida no grafo K2k+1.

Vamos garantir que a coloração de P k
n é uma coloração de

arestas DVA. Considere os conjuntos L = {v0, v1, v2, . . . ,
vk−1} eR = {vn−1, vn−2, vn−3, . . . , vn−(k−1)}. Por definição,
|L| = k, |R| = k e, para cada par de vértices vi e vj per-
tencentes ao conjunto L (ou ao conjunto R), tem-se d(vi) 6=
d(vj). Portanto, os vértices de L (R) possuem conjuntos
de cores distintos. Pelo Lema 3.1 sabemos que não existe
um vértice vl ∈ L que é adjacente a um vértice vr ∈ R
tal que d(vl) = d(vr) < ∆(P k

n ) quando n ≥ 3k. Logo,
não existem vértices adjacentes com grau menor que ∆(P k

n )
que tenham conjuntos de cores com a mesma cardinalidade.
Obviamente, vértices com grau menor que ∆(P k

n ) têm con-
juntos de cores de tamanhos diferentes dos vértices com grau
igual a 2k e, portanto, tais conjuntos de cores são diferentes.
Por fim, falta garantir que cada par de vértices adjacentes
em V (P k

n )\(L∪R) possuem conjuntos de cores distintos. Os
n− 2k vértices em V (P k

n ) \ (L ∪ R) têm grau ∆(P k
n ) = 2k.

Então, em cada um desses vértices o conjunto de cores é
o mesmo do vértice correpondente no grafo K2k+1. A col-
oração de arestas do grafo K2k+1 é distinta nos vértices, já
que 2k + 1 é ı́mpar e, portanto, em cada vértice vi ∈ K2k+1

falta a cor 2i (mod 2k + 1), 0 ≤ i ≤ 2k. Como vértices
de grau máximo com conjuntos de cores iguais estão a dis-
tância 2k + 1 no grafo P k

n , os mesmos não são adjacentes.
Portanto, o conjunto de cores de quaisquer dois vértices ad-
jacentes de grau ∆(P k

n ) é distinto. Assim, para qualquer P k
n

com n ≥ 3k, é posśıvel obter uma coloração de arestas DVA
utilizando ∆(P k

n ) + 1 cores.
A Figura 2 apresenta uma coloração de arestas DVA para

um grafo P 3
9 obtida com a técnica descrita no Teorema 3.2.

Figura 2: Coloração de arestas DVA do grafo P 3
9

A Figura 3 apresenta uma coloração de arestas do grafo
P 3

7 . Note que n < 3k, e que os vértices com rótulos 2 e 4 são
adjacentes e apresentam conjunto de cores iguais. Portanto,
a mesma técnica não pode ser aplicada diretamente para se
obter uma coloração de arestas DVA quando n < 3k.



Figura 3: Coloração de arestas do grafo P 3
7

4. CONCLUSÃO E TRABALHOS FUTUROS
Zhang et al. [12] conjecturam que ∆(G) ≤ χ′a(G) ≤ ∆(G)+

2 para todo grafo G simples e conexo com pelo menos 3 vér-
tices que não seja um C5. Em The avd-edge-coloring con-
jecture for some split graphs [10], os autores provaram que
tal conjectura é válida para os grafos split-indiferença. Os
split-indiferença são grafos indiferença com até três cliques
maximais. E nesse trabalho, provamos que essa conjectura é
válida para as potências de caminho P k

n com n ≥ 3k. Essas
duas classes de grafos têm interseção não-vazia, mas nenhu-
ma delas contém propriamente a outra.

Como o ı́ndice cromático distinto nos vértices adjacentes
de grafos completos, Kn, é conhecido e toda potência de
caminho P k

n com n ≤ k + 1 é um grafo completo, resta
considerar os casos em que k + 1 < n < 3k.

Nesses casos, sabemos que há vértices vl e vr que são
adjacentes e têm graus d(vl) = d(vr) < ∆(P k

n ).
Pretende-se considerar também variações da coloração de

arestas distinta nos vértices adjacentes, como a coloração de
arestas distinta nos vértices, a coloração total distinta nos
vértices e a coloração total distinta nos vértices adjacentes.
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