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RESUMO

O Problema do Conjunto Dominante Minimo é encontrar o
menor conjunto de vértices D tal que todo vértice pertenca
a D ou seja vizinho de um vértice de D. Sabe-se que o
Problema do Conjunto Dominante Minimo é NP-completo.
Neste trabalho investigamos o Problema do Conjunto Domi-
nante Minimo no produto lexicogréafico de grafos. Devido a
uma famosa conjectura de V. G. Vizing, este problema tem
sido abordado com mais frequéncia no produto cartesiano
de grafos, havendo poucos resultados em relagdo ao produto
lexicografico. Determinamos o nimero de dominagdo mi-
nimo para alguns grafos resultantes do produto lexicografico
e apresentamos um limite superior justo para o nimero de
dominacao de qualquer produto lexicogréfico.
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ABSTRACT

The Minimum Dominating Set Problem is to find the least
vertex set D such that every vertex belongs to D or it is
adjacent to a vertex in D. It is known that the Minimum
Dominating Set Problem is NP-complete. In this work we
investigate the Minimum Dominating Set Problem on lexico-
graphic product of graphs. Due to a famous conjecture of V.
G. Vinzing, this problem has been more frequently studied
on cartesian products of graphs and few results are related
to the lexicographical product. We determine the domina-
tion number for some lexicographical product graphs and we
present an upper bound for the domination number of any
lexicographical product graph.
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1. INTRODUCAO

Seja G = (V(G), E(G)), um grafo G com conjunto de
vértices V(G) e conjunto de arestas E(G), formado por pares
nao ordenados de GG. Nesse trabalho, G é um grafo simples
e ndo orientado. O ndmero de vértices de G, ou ordem G,
é denotado por |[V(G)| = n, e o nimero de arestas de G é
denotado por |E(G)| = m. Cada aresta do conjunto E(G),
constituida pelos vértices v e w, é denotada por vw e dizemos
que v e w sdo adjacentes. A vizinhanga aberta de um vértice
v € V(G) consiste no conjunto de vértices adjacentes a v e
é denotada por N(v) = {w € V(G) : vw € E(G)}. A
vizinhanga fechada de v consiste no conjunto de vértices
adjacentes a v inclusive v e é denotada por N[v] = N(v) U
{v}. Um vértice v em um grafo G é universal se é vizinho
de todos os outros vértices de G, ou seja, |[N[v]| = |[V(G)].

Este trabalho aborda o problema de determinar o tama-
nho do conjunto dominante minimo em grafos resultantes
do produto lexicografico. Dado um grafo qualquer, G, um
conjunto de vértices D C V(G) é chamado de conjunto do-
minante de G se todo vértice de G pertence a D ou é adja-
cente a um vértice de D. Quando um vértice v pertence a
um conjunto dominante D ou é adjacente a um vértice de D,
diz-se que v é dominado por D ou que D domina v. A car-
dinalidade minima de um conjunto dominante D € V(G) é
chamada de nimero de dominagao e é denotada por y(G). O
Problema do Conjunto Dominante Minimo consiste em en-
contrar o nimero de dominacéo de um dado grafo G. O Pro-
blema do Conjunto Dominante Minimo é um problema clés-
sico de decisao NP-completo [4]. O produto lexicogréfico de
dois grafos G e H é o grafo Ge H cujo conjunto de vértices é
formado pelo produto dos conjuntos V(G) = {z1,...,2n} €
V(H) ={y1,y2,Y3,...,Yr} e dois vértices (z1,y1) e (z2,y2)
sao adjacentes em G e H se x122 € E(G), ou se 1 = 22 ¢
v1y2 € E(H).

Diversos resultados parciais foram publicados considerando
o Problema do Conjunto Dominante Minimo em produtos de
grafos. Hartnell e Rall [2] mostraram a relacdo do nimero de
dominacao entre os produtos lexicogréfico, categérico, forte
e cartesiano. Em 1968 V. G. Vizing [6] propds uma con-
jectura que determina um limite inferior para o conjunto
dominante minimo do produto cartesiano entre dois grafos.
Em [1] sdo apresentados resultados parciais da conjectura
de Vizing, considerando os grafos claw-free e classe A. Tha-
nin [5] apresenta o nimero de dominagao para o grafo re-
sultante do produto lexicografico entre um ciclo e um grafo
qualquer. Zhang [7] apresenta o nimero de dominagao do
produto lexicografico entre G e H em que G é um grafo sim-
ples e H um grafo com vértice universal. Neste trabalho, nés



apresentamos o numero de dominagdo do grafo resultante do
produto lexicografico G ¢ H, em que G é um grafo com vér-
tice universal e H é um grafo simples qualquer. Como o
produto lexicografico ndo é uma operagdo comutativa, esse
novo resultado junto com aquele apresentado em Zhang [7]
garante que é possivel determinar eficientemente o nimero
de dominagao de qualquer grafo resultante do produto lexi-
cografico Ge H quando G ou H tem vértice universal. Além
disso, determinamos o nimero de dominagao do proguto le-
xicografico de um grafo k-partido completo por um grafo
simples qualquer. Nesse caso, em particular, ambos os gra-
fos podem néao ter vértice universal. Por fim, apresentamos
um limite superior justo para o ntmero de dominagao de
produtos lexicogréficos de grafos simples e conexos.

2. CONJUNTO DOMINANTE

Em meados de 1850, na Europa, entusiastas do xadrez
propuseram o problema de determinar o niimero minimo de
rainhas que podem ser posicionadas em um tabuleiro con-
vencional de xadrez (8 x 8) de modo que todas as casas (qua-
drados) sdo atacadas por uma rainha ou sdo ocupadas por
uma rainha. A Figura 1 mostra cinco rainhas posicionadas
de forma que todas as casas sejam atacadas ou ocupadas.
Sabe-se que este é o nimero minimo necessario de rainhas
para dominar o tabuleiro [3].

Figura 1: Uma possivel solugao do problema das
cinco rainhas.

Tal problema pode ser modelado como o Problema do
Conjunto Dominante Minimo. Considere que cada casa do
tabuleiro é um vértice de um grafo G e existe aresta entre
dois vértices v; e v; se, e somente se, é possivel deslocar a
rainha entre as casas correspondentes a v; € v; com um tnico
movimento. Se o conjunto de casas onde as rainhas estdo
posicionadas é o conjunto dominante minimo do tabuleiro,
entao nao existe nenhuma casa que nao seja dominada por
alguém do conjunto dominante ou que nao faca parte do
conjunto dominante.

2.1 Propriedades do produto lexicografico

Como apresentado na introdugdo, o produto lexicogra-
fico de dois grafos G e H é o grafo G e H cujo conjunto
de vértices é formado pelo produto dos conjuntos V(G) =
{z1,...,2n} e V(H) = {y1,92,93,...,yx} € dois vértices
(z1,y1) e (x2,y2) sdo adjacentes em G o H se z1x2 € E(G),
ou se x1 = x2 e y1y2 € FE(H). Por exemplo, seja Ps =
(V(Ps), E(Ps)), com V(Ps) = {v1,v2,v3} e E(Ps) = {viva,
112113}; € seja Cg = (V(Cs), E(C3)), com V(C3) = {U1, ’LLQ,Ug}
e E(C3) = {uiuz, uz2us, urus}. A Figura 2 mostra o produto

lexicogréafico P; e C3. As linhas continuas mais finas repre-
sentam arestas entre vértices do conjunto {v;} x V(C3). Ob-
serve que, para cada v; € V(Ps), o conjunto {v;} x V(C3)
induz um subgrafo isomorfo ao C5. As linhas continuas mais
escuras evidenciam que cada vértice (v;, ug) é adjacente a to-
dos os vértices (vj,u;), desde que v;v; € E(P3) e k #1. As
linhas intermitentes sdo as demais arestas do tipo (vj,wu;)
com v;v; € E(Ps) ek # 1.

Figura 2: Grafo resultante de G e H.

Considere o produto lexicogréifico G @ H, onde V(G) =
{v1,v2...,vv(¢)}. Para cada v; € G, seja H,, o subgrafo
de G o H induzido por {v;} x V(H). Se G é conexo, v; é
adjacente a algum vértice v; € V(G), © # j. Pela defini-
¢ao de produto lexicografico, (v;,u) é adjacente a todos os
vértices em H,,;, qualquer que seja o vértice u do conjunto
V(H). Visto que todos os vértices de H,, possuem arestas
incidentes em todos os vértices de cada subgrafo H,; quando
viv; € V(G), usamos duas linhas para representar as cone-
x0es entre todos os vértices de H,, e ij. Os subgrafos
H,, de G e H induzidos por {v;} x V(H) sao representados
por circulos. A Figura 3 ilustra a representacido do produto
lexicogréfico P;eC's. Perceba que, com esse tipo de represen-
tagdo grafica, pode-se ter uma nogao da estrutura do grafo
G ¢ H independentemente de qual seja a estrutura do grafo
H.

Figura 3: Grafos P3;, C3 e representagao grafica do
grafo P; e (Cs.

Um expressivo resultado de Zhang sobre nimero de do-
minagdo em produtos lexicograficos de grafos é apresentado
no Teorema 1, a seguir.

TEOREMA 1. Zhang [7] Se G é um grafo simples e H é
um grafo com y(H) = 1, entdo v(G ¢ H) = v(G).

Quando G tem um conjunto dominante de tamanho 1,
o vértice que domina V(@) é chamado de vértice universal.
Observe que, como o produto lexicografico ndo é comutativo,
o Teorema 1 nao estabelece um nimero de dominagdo mi-
nimo para o caso em que GG é um grafo com vértice universal



e H um grafo simples com v(G) > 2. Para este caso, apre-
sentamos o Teorema 2, no qual provamos que v(G e H) = 2
quando v(H) > 2.

TEOREMA 2. Seja G € um grafo com vértice universal e
H um grafo simples com v(H) > 2. Se |V(G)| > 2, entdo
v(G e H) =2, caso contrdrio v(G e H) = v(H).

PRrROOF. Seja G um grafo com vértice universal e H um
grafo simples com y(H) > 2. Se |V(G)| = 1, GeH ¢ isomorfo
ao grafo H e, portanto, v(G e H) = v(H). Considere entao
que |V(GQ)| > 2. Seja v o vértice universal em G. Entdo,
para todo vértice u € V(H), o vértice (v,u) € Geo H domina
todos os vértices (w,u) tal que w € G e w # v. Entao,
basta escolher qualquer vértice (v,u) € V(G e H), tal que
v seja vértice universal em G para dominar V(G e H) \ S,
onde S = {(v,u') : uu’ ¢ E(H)}. Como H nao tem vértice
universal, existe pelo menos um vértice u’ nao adjacente a u
em H. Observe que S # @) ¢ S é um subconjunto de vértices
de H,. Para dominar S, escolha qualquer vértice (v, 2) tal
que v’ # v e vv' € E(G). Como G tem vértice universal e
ordem pelo menos 2, vv’ € E(G). Entao (v, z) é adjacente
a todos os vértices do subgrafo H,. Logo, (v', 2) domina S.
Portanto, y(Ge H) =2. [

Nos casos em que nenhum dos grafos possui vértice uni-
versal, ainda é possivel determinar o niimero de dominagao
no produto lexicografico para algumas classes bem estru-
turadas, como os grafos k-partidos completos. Um grafo é
k-partido completo quando seu conjunto de vértices pode
ser particionado em k conjuntos de forma que dois vértices
sao adjacentes se, e somente se, ndo pertencem ao mesmo
conjunto da parti¢do. O Teorema 3 apresenta o nimero de
dominacao entre um grafo k-partido completo e um outro
grafo qualquer.

TEOREMA 3. Se G é um grafo k-partido completo, k > 2,
e H é um grafo simples sem vértice universal, v(Ge H) = 2.

PRrROOF. Seja G um grafo k-partido completo, £ > 2 e H
um grafo simples sem vértice universal. Considere a particao
[Py, Ps,...,P;] de G em k conjuntos independentes disjun-
tos. Como G tem pelo menos duas partes, entao dois vértices
s80 necessdrios e suficientes para dominar G: um vértice em
v1 € P1 domina V(G) \ P1 e um vértice em vy € P> domina
P;. Entao, D = {vi,v2} é um conjunto dominante minimo
em G. Seja u um vértice qualquer em V(H). Considere os
vértices (v1,u) e (v2,u) pertencentes a G @ H. Observe que
(v1,u) domina todo vértice (v;, w) tal que v; € P1, qualquer
que seja w € V(H). Note que, nenhum vértice (v;, w) com
1 # 1 tal que v; € P1 é dominado por (vi,u). Como H
nao tem vértice universal, existe pelo menos um vértice w
nao-adjacente a v em H. Para todo w tal que vw ¢ E(H),
o vértice (vi,w) € G @ H ndo é dominado por (vi,u). Seja
S o subconjunto dos vértices de V(G e H) nao dominados.
Note que tais vértices pertencem a subgrafos H,, tais que
v; € Pi. Como {v1,v2} é um conjunto dominante em G,
va & P1. Logo, qualquer vértice (v2,w) € V(G e H), é adja-
cente a todos os vértices de H,, tal que v; € P1. Portanto,
(v2,w) domina S. Logo, v(Ge H) =2. [J

Considerando o grafo resultante de qualquer produto le-
xicogréfico, apesar de ndo determinarmos o seu nimero de
dominagao, estabelecemos um limite superior justo para o
mesmo. Este resultado é apresentado no Teorema 4.

TEOREMA 4. Sejam G e H grafos simples e conexos, en-
tao v(G e H) < 2v(G).

PROOF. Sejam D = {vi,, Ve, ..., Ve g, } um conjunto do-
minante minimo em G e V(H) = {u1,u2,...,uv ) }. Para
cada v; € G, seja H,, o subgrafo de G e H induzido por
{vi} x V(H). Cada vértice (v, u1) tal que v;; € D domina
todos os vértices (z,z) € G e H tal que (vi;,x) € E(G).
Falta dominar os vértices dos subgrafos H,, tais que v; € D
e N(v;)N D = @. Como o grafo G é conexo, v; é adjacente a
algum vértice z € G. Portanto, (z,u1) é adjacente a todos
os vértices em H,,. Entao, para cada H,,; tal que v; € D, é
necessario incluir no maximo um vértice no conjunto domi-
nante de G @ H para dominar os vértices de H,,. Portanto,
v(Ge H) <2v(G). [

3. CONCLUSAO

Neste trabalho determinamo o nimero de dominagao mi-
nimo do produto lexicografico entre um grafo com vértice
universal e um outro qualquer e entre dois grafos sem vér-
tice universal, onde o primeiro é um k-partido completo.
Também definimos um limite superior para o niimero de do-
minagdo de G @ H, quando G e H sao simples e conexos.
Note que esse limite é justo pelo fato de que existem grafos
cujo nimero de dominagéo minimo é igual a 2v(G) como no
caso do produto lexicografico de um Cs por qualquer grafo
com y(G) > 2. E interessante notar que quanto menos com-
ponentes de tamanho 1 houverem no subgrafo induzido pelo
conjunto dominante minimo de G, menor serd a cardinali-
dade do conjunto dominante de G @ H obtido pela técnica
do Teorema 4. Observe que quando todo vértice do con-
junto dominante minimo D C V(G) possui um vizinho em
D, entdao v(G @ H) = v(G). Considerando esta observa-
¢ao é interessante investigar nos trabalhos futuros quais os
grafos que sempre possuem um conjunto dominante minimo
sem componentes de tamanho 1. Uma caracterizagao de tais
grafos seria um resultado relevante.
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