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RESUMO

Seja F uma familia de conjuntos. A diversidade de F, T(F),
é a quantidade de cardinalidades diferentes dos conjuntos
contidos em F. Denota-se por M(Y(F)) a classe dos grafos
cuja diversidade dos conjuntos independentes maximais é
T (F). Reconhecer os grafos da classe M (t) para um dado ¢
é um problema Co-NP-completo. Entretanto, sabe-se que é
possivel reconhecer eficientemente os grafos que pertencem
a M(1) e os grafos simpliciais que pertencem a M (2). Nesse
trabalho apresentamos classes de grafos nao-simpliciais que
pertencem a M(2) e que podem ser reconhecidas eficiente-
mente.
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ABSTRACT

Let F be a family of sets. The diversity of F, T(F), is the
amount of different cardinalities on the sets of F. The class
of graphs whose diversity of the maximal independent set
equals T (F) is denoted by M (Y (F)). Recognizing the M (¢)
class for a given t is a Co-NP-complete problem. However, it
is possible to recognize the M (1) graphs and the simplicial
graphs in M (2) efficiently. In this work we present non-
simplicial graphs belonging to M (2) that can be recognized
by polynomial algorithms.
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1. INTRODUCAO

Nesse trabalho, os grafos considerados sdo simples, ou
seja, nao possuem lagos, nem arestas multiplas. Um con-
junto independente em um grafo G é um conjunto I tal que
os vértices contidos em I nao sao adjacentes em G. Um
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conjunto independente de G é maximal se ndo estd propria-
mente contido em outro conjunto independente de G. Esse
trabalho aborda o problema de se determinar a quantidade
cardinalidades distintas de conjuntos independentes maxi-
mais em um grafo G.

Seja F uma familia de conjuntos. Definimos a diversidade
de F, T(F), como sendo a quantidade de cardinalidades
diferentes dos conjuntos contidos em F. Por exemplo, se
F={{1,4,5},{1,5,6},{1,4,7,9},{1,2,3,4},{2,3,4,5,7}},
entdo a diversidade de F é YT(F) = 3, j4 que existem con-
juntos com trés cardinalidades distintas: conjuntos de ta-
manhos 3, 4 e 5.

Denota-se por M(t) a classe dos grafos cuja diversidade
dos conjuntos independentes maximais é t. Reconhecer os
grafos da classe M(t) para um dado ¢ é um problema Co-
NP-completo [2]. Mesmo quando ¢ = 1, determinar se um
grafo pertence a M (1) é um problema NP-dificil [3]. Entre-
tanto, quando se restringe o problema a algumas classes de
grafos especificas, existem algoritmos polinomiais para sua
solugdo. Por exemplo, é possivel determinar eficientemente
quais os grafos simpliciais que pertencem a M (2) [1]. Um
grafo G é simplicial, se cada vértice v do grafo G satisfaz
uma das seguintes condigoes: 1) todos os vizinhos de v sdo
adjacentes entre si (nesse caso dizemos que v é simplicial);
ou 2) v nado é simplicial, mas tem um vizinho que é simpli-
cial. Nesse trabalho apresentamos classes de grafos que nao
sao simpliciais e cuja diversidade de seus conjuntos indepen-
dentes maximais pode ser determinada eficientemente.

Uma dessas classes é a dos grafos k-partidos completos
com pelo menos trés vértices. Um grafo é k-partido se, e
somente se, seu conjunto de vértices pode ser particionado
em k conjuntos independentes disjuntos. Considere um grafo
k-partido com particao [Py, Pi1,..., Px—1]. Se cada vértice
da parte P; for adjacente a todos os vértices das partes Pj,
quando ¢ # j, o grafo k-partido é completo.

Outras classes para as quais apresentamos o nimero de
diversidade do conjunto de conjuntos independentes max-
imais sdo os prismas complementares de grafos k-partidos
completos e prismas complementares de grafos split comple-
tos. O prisma complementar de um grafo G, denotado por
GG, é a unido disjunta dos grafos G e G com a inclusdo de
uma aresta entre cada par de vértices correspondentes de
G e G, onde G é o complemento do grafo G'. Um grafo é
split se seu conjunto de vértices pode ser particionado em
uma clique e um conjunto independente, onde a clique é um
conjunto de vértices dois a dois adjacentes. Um grafo split

10 conceito de complemento de um grafo é definido na
Secéo 2.



é completo se cada vértice da clique é adjacente a todos os
vértices do conjunto independente.

Grafos split completos sdo simpliciais, uma vez que a vizi-
nhanga de qualquer vértice do conjunto independente cons-
titui uma clique e, portanto, todo vértice do conjunto in-
dependente é simplicial e todo vértice da clique é vizinho
de um vértice simplicial. Além disso, para um grafo split
completo G = [@Q, S], onde Q é a clique e S é o conjunto
independente, quando |S| > 1, hd somente dois tamanhos
de conjuntos independentes maximais: |S| e 1, uma vez que
cada vértice da clique é um conjunto independente méximal
em (. Por outro lado, o prisma complementar de um grafo
split completo ndo é um grafo simplicial e nesse trabalho
mostramos que tais grafos pertencem a M (2).

2. DEFINICOES BASICAS E RESULTADOS
ANTERIORES

Um grafo G = (V, E) é dito vazio se o mesmo possui um
conjunto V' = {wvo,v1,...,0n—1} de vértices e um conjunto
E = () de arestas.

Como ja definido na introdugdo, um grafo é k-partido
completo se é um k-partido cujos vértices de partes distintas
sdo necessariamente adjacentes. Nesse trabalho, o grafo k-
partido completo com partes de tamanhos ng, ni, ..., ng—1 é
denotado por Kj,.p, ,]- Um grafo G = [X,Y] é bipartido
se seus vértices podem ser particionados em dois conjun-
tos independentes distintos, X e Y. Observe que um grafo
bipartido é um grafo k-partido com k = 2. Um grafo bipar-
tido completo, K, n, é um grafo bipartido G = [X, Y], com
|X| =me|Y]| =n, tal que cada vértice em X é adjacente a
todos os vértices de Y. Um grafo completo K, é um grafo
com n vértices dois a dois adjacentes.

O complemento de um grafo G = (V,E) é o grafo G =
(V, E), composto por todos os vértices de G, os quais sdo
adjacentes em G se e somente se nio sio adjacentes em G.

Seja G um grafo com V(G) = {vo,v1,...,vn—1} € G seu
complemento com V(G) = {uo,u1,...,Un—1}, onde u; é o
vértice de G correspondente a v; em G. O prisma comple-
mentar de G é o grafo GG = (V(G)UV(G), E(G)U E(G) U
M), tal que M = {(vi,u;),0 < i< n}.

Como ja mencionado, um vértice é simplicial se sua vi-
zinhanga é uma clique. Um simplex é um subgrafo de G
induzido por um vértice simplicial e seus vizinhos. Em [1]
Barbosa e Hartnell provam o seguinte teorema.

TEOREMA 1. Um grafo simplicial G pertence a M(2) se e
somente se os vértices de G podem ser particionados em con-
juntos nao-vazios A e Q tal que os vértices em A pertencam
a exatamente um simplex e aqueles em @ a exatamente k > 1
simplexos onde os vértices de Q@ formam uma clique.

3. RESULTADOS

Os resultados estao divididos em duas partes: determi-
nagao da diversidade de conjuntos independentes maximais
em grafos k-partidos completos e em prismas complementares
de k-partidos completos e split completos.

3.1 Grafos k-partidos completos

Com o objetivo de facilitar a compreensao da prova para
o caso dos grafos k-partidos completos, o Lema 1 apresenta
primeiro o caso em que k = 2. A seguir, generalizamos tal
resultado para o caso em que k > 2.

LEMA 1. O grafo Km.n € M(2) se, e somente se, m # n,
caso contrdrio, Km.n, € M(1).

PRrROVA. Sejam [X,Y] a parti¢do de K, tal que | X|=m
e |Y| = n, e I um conjunto independente maximal do K, ».
Considere que I N X # (). Entao existe um vértice v em
I N X e nenhum vértice de Y pertence a I, pois sao to-
dos adjacentes a v. Como os vértices de X sdo um con-
junto independente e I é maximal, X = I. Logo, |I| = m
quando v € X. De mesmo modo podemos concluir que e-
xiste um outro conjunto independente maximal I’ =Y com
tamanho n. Como todo vértice de X é adjacente a todo vér-
tice de Y, entao nao existe um conjunto independente com
vértices de ambos os conjuntos. Portanto I e I’ sdo os tini-
cos conjuntos independentes maximais em K, ,. Conclui-se
que, quando m # n, o grafo K, € M(2), caso contrario,
Kmne M(1). O

TEOREMA 2. Se G é um grafo k-partido completo com
particio F = [Ao, A1, Aa, ..., Ak_1], entdo G € M(Y(F)).

PROVA. Seja G um grafo k-partido completo com partigao
F = [Ao, A1, Az, ..., Ai_1]. Considere um vértice v € A; e
seja I um conjunto independente maximal que contém wv.
Como v é adjacente a V(G) \ A;, S s6 pode conter vértices
de A;. Como A; é um conjunto independente e I é maximal,
I = A;. Entao cada vértice pertence a um tnico conjunto
independente maximal. Entdo o conjunto de conjuntos inde-
pendentes maximais distintos em G é exatamente F. Por-
tanto o numero de conjuntos independentes maximais de
tamanhos diferentes é T(F). [

3.2 Prismas complementares

Da mesma forma, esta secdo apresenta primeiro a diver-
sidade dos conjuntos independentes maximais de prismas
complementares dos grafos bipartidos completos. Em seguida,
o resultado é generalizado para grafos k-partidos completos
com k > 2. Para apresentagdo da prova, é tutil a seguinte
observagao.

OBSERVAGAO 1. K,, € M(1).

TEOREMA 3. O grafo Ky nKmn € M(2) se, e somente
se, m # n, caso contrdrio, Km nKmn, € M(1).

Prova. Seja G = Kp,nKm,n 0 prisma complementar de
Ko, tal que m # n. O grafo G pode ser decomposto
em trés subgrafos disjuntos nas arestas: Kpm.n, Kmn € 0
subgrafo bipartido B = [V (Km,n), V(Km,n)]- Sejam [X,Y]
uma particdo em dois conjuntos independentes dos vértices
do subgrafo de G isomorfo ao K, e [X',Y’] uma partigao
em duas cliques dos vértices do subgrafo de G isomorfo ao
K, n. Pelo Lema 1, as partes X e Y sao conjuntos in-
dependentes maximais do Kp,,,. Entdo, X é um conjunto
independente de (G, mas nao é maximal ja que X nao é ad-
jacente a nenhum vértice de Y’. Como Y’ induz um grafo
completo K, pela Observagao 1, no méaximo um vértice de
Y’ pode fazer parte de qualquer conjunto independente ma-
ximal de G. Seja u um vértice de Y'. Entdo, I = X U {u}
é um conjunto independente de G e é maximal ja que todos
os vértices em X' UY sdo adjacentes a algum vértice de X
e todo vértice de Y’ é adjacente a u. Outros conjuntos in-
dependentes maximais podem ser obtidos removendo-se um
vértice v € X do conjunto I e inserindo seu correspondente
do conjunto X’. Observe que, como X’ induz um grafo




completo K,,, apenas 1 vértice de X’ pode pertencer a I,
pela Observagao 1. Como a substituicdo de um vértice de
X por um vértice de X’ ndo altera o tamanho do conjunto
independente maximal, ainda temos apenas conjuntos inde-
pendentes maximais de tamanho |X| 4+ 1.

De forma andloga, Y é um conjunto independente de G,
mas nao é maximal ja que vértices de Y nao sao adjacentes
a vértices de X’. Como X’ é uma clique, apenas um vér-
tice de X’ pode pertencer a qualquer conjunto independente
maximal de G. Como cada vértice de X UY"’ é adjacente a
algum vértice de Y, I = Y U {u} tal que u € X’ é um con-
junto independente maximal. Entao todo conjunto indepen-
dente maximal de G tém tamanho |Y|+1. Outros conjuntos
independentes maximais podem ser obtidos substituindo-se
um vértice de Y pelo seu correspondente em Y’, mas como
apenas um vértice de Y’ pode pertencer ao conjunto in-
dependente maximal, todos esses conjuntos independentes
maximais tém tamanho |Y'|+ 1. Portanto, todo conjunto in-
dependente maximal tem tamanho m+1oun+1le G € M(2)
se m # mn ou, caso contrdrio, G € M(1). [

TEOREMA 4. Seja G o prisma complementar de
Kinging 1. Entio G € M(Y(F)), onde F = {no,n1,...,
nkfl}.

Prova. Considere um grafo k-partido completo K[ng:n, 4]
e seja G o seu prisma complementar. Os vértices de G po-
dem ser particionados em cliques ); e conjuntos indepen-
dentes P;, 0 < ¢ < k, onde cada parte P; é um conjunto
independente maximal do Kj,,;n, _,], para todo 0 < i < k.
Além disso, a cada P; corresponde uma clique @; e cada
vértice u;; € QQ; é adjacente a v;; € P;, 0 <14 < k.

Seja I um conjunto independente de G que contém P;. En-
tao @Q; NI = 0. Por outro lado, qualquer vértice u ; € Q4,
com t # i, pode pertencer a I e se G nao contém nenhum
desses vértices, ndo é maximal. Entao seja us; € Qi, t # @
um vértice em I. Nenhum outro vértice de @+ pode per-
tencer a I. Adotando o mesmo raciocinio, para toda clique
Q- # Qs, tem-se |Q. N I| = 1 quando I é maximal. Entao
os vértices de uma parte P; qualquer unidos com um vértice
de cada clique @, z # 4, s80 um conjunto independente
maximal. Portanto, nesses casos, |I| = |P;| + k — 1.

Existem trés formas de criar outros conjuntos indepen-
dentes maximais:

1. substituir exatamente um vértice de P; pelo seu cor-
respondente em Q;;

2. substituir o vértice ut,; de Q¢ NI por outro vértice u¢ y,
Yy # 7

3. realizar o mesmo processo de construgao de I a partir
de outra parte de K[yg;n,_,] que nao seja F;.

Observe que as duas primeiras alteragdes criam novos con-
juntos independentes maximais com o mesmo tamanho de
I, apenas substituindo um vértice por outro. Por outro
lado, a terceira alteragao pode criar conjuntos independentes
maximais com cardinalidades diferentes de |I|, desde que o
tamanho da parte escolhida seja diferente do tamanho de
P;.

Portanto, a quantidade de conjuntos independentes ma-
ximais de tamanhos diferentes em G é igual ao nimero de
tamanhos diferentes das partes do K| ou seja, G €
M(T([’no; nkfl]). D
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TEOREMA 5. Se GG € prisma complementar de um grafo
split completo G = [Q, S], entdo GG € M(2) quando |S| > 1
e GG € M(1), caso contrdrio.

PROVA. Seja GG o prisma complementar de um grafo
split completo, GG, particionado em 4 subconjuntos de vér-
tices: @, uma clique de G; S, um conjunto independente
de G; Q' e 8, cujos vértices pertencem ao subgrafo G e
correspondem, respectivamente, aos vértices de @ e S.

Observe que S e Q' sdo conjuntos independentes em GG e
nio existe aresta entre vértices de S e Q'. Entdo, I = SUQ’
é um conjunto independente de GG de tamanho |S| + |Q)|.
Tal conjunto independente é maximal, ja que todo vértice
de S’ é adjacente a algum vértice de S e todo vértice de Q
é adjacente a algum vértice de Q’.

Agora, resta considerar os casos em que algum vértice de
Q ou S’ pertence a um conjunto independente maximal I
em GG. Primeiro, suponha que um vértice v € Q pertence
a I. Entdo nenhum outro vértice de @ ou S pertence a I.
Entédo, todos os vértices de Q’, exceto o correspondente a
v, pertencem a I. Como nenhum vértice de S pertence a I,
algum vértice de S’ deve pertencer a I e apenas um, j& que
S’ é uma clique. Portanto, I é um conjunto independente
maximal de tamanho |Q| + 1.

O ultimo caso é quando um vértice v € S’ estd no conjunto
independente maximal I. Como S’ é uma clique, nenhum
outro vértice de S’ pertence a I. H4 dois subcasos: 1) algum
vértice de S pertence a I, ou 2) nenhum vértice de S pertence
al.

Subcaso 1: se algum vértice de S ndo correspondente a
v pertence a I, entdo, nenhum vértice de @) pertence a I,
todo vértice de Q' pertence a I, e todo vértice de S ndo
correspondente a v pertence a I. Nesse caso, |I| = |S] +
Q'] = Q|+ ISI.

Subcaso 2: se nenhum vértice de S pertence a I. Entéao,
ou algum vértice de @) pertence a I ou todos os vértices de
Q' pertencem a I. Se algum vértice u € Q estd em I, todos
os vértices de (' menos o correspondente a u pertencem a
I. Em ambos os casos |I| = |Q| + |S|.

Portanto, GG tem dois possiveis tamanhos de conjuntos
independentes maximais: |Q| + |S| e |Q| + 1. Logo, quando
|S| > 1, GG € M(2) e, caso contrario, GG € M(1). O

4. CONCLUSAO

Nesse trabalho, pela primeira vez foi definido o conceito
de diversidade de um conjunto de conjuntos. Além disso,
determinamos a diversidade dos conjuntos independentes
maximais das seguintes classes de grafos nao-simpliciais: k-
partidos completos de ordem pelo menos trés, prismas com-
plementares de k-partidos completos e de split completos. O
estudo da diversidade de conjuntos independentes maximais
em prismas complementares nao-simpliciais se mostrou um
campo fértil para o desenvolvimento de pesquisa. Entretanto
acreditamos que classes ndo definidas a partir do conceito
de parti¢ao em cliques e/ou conjuntos independentes sejam
muito mais dificeis de se trabalhar. Para trabalhos futuros
é interessante considerar prismas complementares de grafos
bipartidos e splits ndo completos.
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