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Introdução

Coloração de arestas:

Figura: Grafo com coloração própria Figura: Grafo com coloração não própria
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Introdução

Caminho arco-íris:

Figura: Caminho v0 − v4 = v0v5v4 arco-íris Figura: Caminho v0 − v4 = v0v1v2v3v4 não
arco-íris
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Coloração Arco-íris

Uma atribuição de cores não necessariamente própria

c : E(G) → {0, 1, . . . , k − 1}

é uma coloração arco-íris se entre qualquer par de vértices de G existe um
caminho arco-íris (CHARTRAND et al., 2008).
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Problema da Coloração Arco-íris

Número de conexão arco-íris:
rc(G): menor número de cores possível para uma coloração arco-íris em
G.

Figura: C6 com uma coloração arco-íris
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Problema da Coloração Arco-íris

Teorema (CHARTRAND et al., 2008)
Seja G um grafo com n vértices:

Se G é uma árvore, rc(G) = n − 1.
Se G é um ciclo, rc(G) = dn/2e.
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Criticalidade de um Grafo Arco-íris

Um grafo G é chamado de grafo arco-íris crítico se ao remover uma aresta
qualquer, o número de conexão arco-íris de G aumenta (RAO; MURALI,
2014).

Figura: GrafoC6 Figura: GrafoC6 − e
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Criticalidade de um Grafo Arco-íris
Os ciclos são grafos arco-íris críticos. Note, que ao retirar uma aresta de um
ciclo Cn, n ≥ 3, Cn − e trata-se de um caminho Pn, portanto, podemos
concluir que:

rc(Cn) = dn/2e ≤ rc(Cn − e) = n − 1.

Figura: GrafoC6 Figura: GrafoC6 − e
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Criticalidade de um Grafo Arco-íris

A definição apresentada por Rao e Murali (2014) não é precisa, pois não está
clara quando a remoção de uma aresta desconecta o grafo.

Neste trabalho, propomos que o número de conexão arco-íris de um grafo
desconexo é infinito, desta forma, se a remoção de uma aresta desconecta o
grafo, então ele é arco-íris crítico.
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Criticalidade de um Grafo Arco-íris

Se um grafo G é desconexo, logo existe um par de vértices u e v que não está
conectado por um caminho.

Figura: Grafo G desconexo

Neste caso dizemos que rc(G) = ∞, pois não há cores suficientes para ter um
caminho arco-íris u − v.
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Produto Cartesiano
O produto cartesiano de G e H é um grafo com conjunto de vértices
V (G) × V (H) e aresta entre dois vértices (vi, u j ) e (vk, ul) se e somente se
(vi, vk ) ∈ E(G) e u j = ul ou se (u j, ul) ∈ E(H) e vi = vk .
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Produto Cartesiano
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Produto Cartesiano
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Produto Cartesiano
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Produto Cartesiano
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Produto Cartesiano

Seja ε (vi) a excentricidade de um
vértice de G, temos que o diam(G) é a
maior excentricidade em G.

ε (v0) = 3
ε (v1) = 3
ε (v2) = 3
ε (v3) = 3
ε (v4) = 3
ε (v5) = 2
ε (v6) = 4
ε (v7) = 3
ε (v8) = 4

Portanto, diam(G) = 4.

Figura: Grafo G
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Produto Cartesiano

Teorema (LI; SUN; ZHAO, 2013)
Seja G = G1 × G2 × . . .Gk, k ≥ 2, tal que Gi é conexo, 1 ≤ i ≤ k. Então
rc(G) ≤

∑k
1 rc(Gi). Além disso, se diam(Gi) = rc(Gi) para todo Gi,

1 ≤ i ≤ k, então a igualdade vale.

Conclusão:
rc(Pm × Pn) = m + n − 2, para dois caminhos Pm e Pn com 2 ≤ m ≤ n;
rc(Cm × Cn) = (m + n)/2, para dois ciclos Cm e Cn com 3 < m ≤ n e m
e n pares;
rc(Pm × Cn) = m − 1 + n/2, para um caminho Pm e um ciclo Cn com
m ≥ 3 e n par, n ≥ 3.
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Produto Cartesiano

Outros resultados sobre grafos resultantes do produto cartesiano de ciclos e
caminhos:

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2017)
Se Cm × Pn tem m ímpar e n ≥ 2, então rc(Cm × Pn) = bm/2c + n − 1.

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2017)
Seja Cm × Cn um grafo com m ímpar.

rc(Cm × Cn)




= 2, se m = n = 3;
= bn/2c + 1, se m = 3 e n > 3;
= bm/2c + n/2, se m, n > 3 e n é par;
≤ bm/2c + dn/2e, se m, n > 3 e n é ímpar.
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Produto Cartesiano

Quanto a criticalidade de grafos resultantes de produto cartesiano de
caminhos e ciclos pares.

Teorema (RAO; MURALI, 2014)
Pm × Pn, m e n ≥ 2, é arco-íris crítico;
Cm × Pn, m > 2 par e n ≥ 2, é arco-íris crítico.

Refutamos estes resultados !
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2017H)
O grafo Pm × Pn é arco-íris crítico se, e somente se, é um grafo caminho
ou um C4;
O grafo Cm × Pn, m par e n ≥ 2 não é arco-íris crítico.
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Noção de prova

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2017H)
O grafo Pm × Pn é arco-íris crítico se, e somente se, é um grafo caminho
ou um C4.
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Noção de prova
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Noção de prova
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Noção de prova

Para os caminhos P′′i as cores foram baseadas nos índices dos vértices vi;
Para os caminhos P′i , as cores foram baseadas na equação
n − 1 + [(i + j)mod(m − 1)].
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Noção de prova

Removemos uma aresta (uk, v f )(uk, v f+1).
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Noção de prova
Caminho arco-íris (uq, vp) − (us, vr ). Seja o caso que p , q e r , s:

((uq, vp) − (us, vp) ∈ P′p).((us, vp) − (us, vr ) ∈ P′′s )

((uq, vp) − (uq, vr ) ∈ P′′q ).((uq, vr ) − (us, vr ) ∈ P′r )
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Noção de prova

Caminho arco-íris (uq, vp) − (us, vr ). Seja o caso em que q = s:
Depende do valor de q, se temos q > 0 . . .

Aleffer Rocha (UTFPR–PG) Criticalidade arco-íris dos grafos resultantes de produto cartesiano de ciclos e caminhos4 de outubro de 2017 30 / 36



Noção de prova

Caminho arco-íris (uq, vp) − (us, vr ):
(uq, vp) − (uq, v f ) em P′′q concatenado com
(uq−1, v f )(uq−1, v f+1)(uq, v f+1);
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Noção de prova
Caminho arco-íris (uq, vp) − (us, vr ):

(uq, vp) − (uq, v f ) em P′′q concatenado com
(uq−1, v f )(uq−1, v f+1)(uq, v f+1);
concatenado com o caminho (uq, v f+1) − (us, vr ) em P′′q .
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Noção de prova

Caminho arco-íris (uq, vp) − (us, vr ). Seja o caso em que p = r:
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Noção de prova
Caminho arco-íris (uq, vp) − (us, vr ). Seja o caso em que p = r:

O caminho arco-íris (uq, vp) − (us, vr ) é o caminho (uq, vp) − (us, vr ) em
P′p.
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