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Abstract. The class of problems for which there are efficient quantum algo-
rithms, denoted by BQP (Bounded-error Quantum Polynomial), is still not well
understood. A common approach in theoretical computer science for unders-
tanding the limits of a class of complexity is to clarify its relations with other
classes. This article presents a brief survey of the relations of BQP with the
most known classical and quantum complexity classes.

Resumo. A classe de problemas para os quais existem algoritmos qudnticos
eficientes, denotada por BQP (Bounded-error Quantum Polynomial), ainda é
pouco compreendida. Uma abordagem comum em teoria da computagdo para
a compreensdo dos limites de uma classe de complexidade é esclarecer relagoes
desta com outras classes. Este artigo apresenta um breve survey das relagoes
de BQP com as classes de complexidade computacional cldssicas e qudnticas
mais conhecidas.
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1. Introducao

Os modelos cldssico e quantico de computacdo definem duas classes diferentes de pro-
blemas computacionais que podem ser resolvidos em tempo polinomial. Em computagio
classica, denotamos tal classe por P e em computagao quantica por BQP, ou Bounded-
error Quantum Polynomial.

Em computacio cldssica, uma outra classe importante € a classe dos problemas de-
cididos em tempo polinomial por algoritmos aleatorizados, denominada BPP, Bounded-
error Probabilistic Polynomial time, que claramente generaliza P. A classe BPP estd con-
tida na classe BQP, por outro lado, acredita-se que a classe BQP nao seja igual a classe
BPP, pois existem algoritmos polinomiais quénticos para problemas que conjecturam-se
ndo estar em BPP, como por exemplo, o algoritmo de Shor, que resolve o problema de
fatoracdo em ndmeros primos.

Classes de complexidade que conttm BQP tém sido alvo recente
de investigacdo em diversos trabalhos [Aaronson 2005, Aaronson et al. 2016,
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Morimae and Nishimura 2017]. Pois os estudos de classes mais poderosas que BQP
ajudam a compreender a estrutura matemdtica de diversos problemas computacionais,
em particular, problemas na fronteira entre o que pode e o que ndo pode ser revolvido por
algoritmos quénticos de maneira eficiente.

Nessa revisdo apresentamos as classes de complexidade mais relevantes no con-
texto de computacdo quantica e suas relacdes com a classe BQP. O artigo estd organizado
da seguinte maneira. A Secdo 2 apresenta uma introducdo as classes de complexidade
quantica. A Secdo 3 apresenta as principais classes de complexidade relacionadas com
BQP e a Secdo 4 conclui o artigo.

2. Classes de Complexidade Quanticas

Nesse artigo assumimos que o leitor tenha familiaridade com classes de com-
plexidade computacional em geral. Para maiores detalhes indicamos o livro
[Arora and Barak 2009]. Nessa secdo apresentamos apenas os preliminares matemati-
cos para defini¢do das classes de complexidade quanticas. Para maiores detalhes sobre o
modelo de computacdo quantica indicamos o livro [Nielsen and Chuang 2011].

O estado de um sistema quantico é um vetor unitdrio de nimeros complexos cha-
mado de vetor de estado representado por |1)). De modo geral, um vetor de estado |1)) em
um espago com NN dimensdes CV pode ser descrito pela combinagio linear de N estados
linearmente independentes: [¢)) = vy [1) + s |2) + 3 |3)+---4+an |N),onde oy, - - -y
sdo nimeros complexos. Como [¢)) € um vetor unitdrio, temos que Y, |o;|* = 1.

Para a computacdo quantica usa-se o vetor de estado mais simples, que € o qubit,
uma generalizacdo do bit. Enquanto o bit pode ser representado por {0, 1}, o qubit é um
estado quéntico |¢)) = «a|0) + §1), onde o, 3 € C e |a]? + |B]* = 1. De forma mais
geral, o estado quintico que descreve n qubits é produto tensorial entre os n qubits |7),

m_1 . M1
dado por |W) = >"7 " «a; i) onde ap, -+ ,agn 1 €Ce Yy o o Jay]? = 1.

Transformagoes Unitdrias sdo transformacoes dos estados quanticos de modo que
eles continuem sendo vetores unitdrios. Em outras palavras, seja U uma transformacao
unitéria, |¥') = U |W). Uma porta qudntica que age sobre qubits é uma transformacgio
unitdria agindo sobre o vetor correspondente aos qubits em questao.

Dado o estado |¥) = Zfig "o [i), podemos fazer uma medicdo quantica de | V)
com relac@o a base {|0).|1),---,]2" — 1)}. Ao fazermos a medi¢do obtemos um dos
estados |7) com probabilidade |c;|? e perdemos todas as informagdes do estado original.
Em outras palavras, ao se medir | V), o estado colapsa em |i) com probabilidade |o;|?.

Um circuito qudntico é um grafo direcionado aciclico onde cada vértice pode ser
uma porta quintica ou uma medi¢do agindo sobre qubits. O tamanho do circuito € o
nimero de vértices do grafo. Um algoritmo qudntico é uma familia infinita de circuitos
quanticos {C),},n € N*, sendo que deve ser possivel obter a descri¢éo de C,, por meio de
uma maquina de Turing de tempo polinomial em 7.

A classe BQP, ou Bounded-error Quantum Polynomial Time, é a classe de proble-
mas de decisdo resolvidos por uma familia uniforme de circuitos quinticos com tamanho
polinomial. Isto é, uma instancia positiva € aceita com probabilidade pelo menos maior
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ou igual a 2/3, uma instincia negativa é aceita com probabilidade menor que 1/3. Cha-
mamos os problemas dessa classe por problemas que admitem um algoritmo BQP.

A classe QMA, ou Quantum Merlin-Arthur, é a classe de problemas cujas instin-
cias verdadeiras admitem certificados quanticos (i.e., estados quanticos) que podem ser
verificadas em tempo polinomial quéntico. Ou seja, QMA se relaciona com BQP assim
como NP se relaciona com P (assim como MA com relagdo a BPP, quando permitimos
aleatoriedade).

A classe CQP, ou Collapse-free Quantum Polynomial Time, é a classe de pro-
blemas resolvidos por um algoritmo BQP contendo medi¢des que niao provoquem o co-
lapso dos estados. A classe naCQP, “non-adaptive Collapse-free Quantum Polynomial
Time”, € a classe CQP com a restri¢cdo de que as operagdes quinticas independem dos
resultados das medicdes que ndo colapsam. Essas duas classes nio sdo realizdveis fi-
sicamente, pois admitiriam a possibilidade de sinais mais rdpidos do que a velocidade
da luz, mas fornecem um ferramental ttil no estudo da complexidade computacional
[Aaronson et al. 2016].

A classe classica PP, ou Probabilistic Polynomial-Time, € equivalente a classe
quantica PostBQP, ou Postselected Bounded-Error Quantum Polynomial-Time. PostBQP
€ a classe de problemas resolvidos por um algoritmo BQP com a funcionalidade extra de
se poder assumir que a medicdo um determinado qubit sempre serd igual a |1) quando
essa probabilidade for diferente de zero [Aaronson 2005].

Em complexidade também € muito comum usar-se classes com um ordculo. Um
ordculo € uma espécie de “caixa preta” que retorna uma resposta para qualquer pergunta.
Se A é uma classe de complexidade, A” denota a classe dos problemas resolvidos por
algoritmos em .4 com oréculo para problemas completos de B.

3. Relacoes de BQP com outras Classes de Complexidade

Nas Secdes 3.1 e 3.2 s@o apresentadas respectivamente as relacdes conhecidas e conjec-
turadas de BQP com outras classes de complexidade conforme vistas na Figura 1.

3.1. Relacoes Conhecidas

Teorema 1. [Gill 1977, Bernstein and Vazirani 1997] P C BPP C BQP

BPP contém P, pois um algoritmo BPP possui a funcionalidade extra de produzir
bits aleatdrios. BQP contém BPP, pois além de simular qualquer circuito cldssico também
tem a habilidade de gerar bits aleatérios usando uma porta quantica chamada de Porta de
Hadamard [Nielsen and Chuang 2011].

Teorema 2. [Watrous 2000, Marriott and Watrous 2005] BQP € QMA C PP

A prova de que BQP estd contida em QMA ¢ andloga a prova de que P estd con-
tida em NP, generalizando bits para qubits e verificadores polinomiais para verificadores
BQP. A classe QMA, por sua vez, estd contida em PP. Esse resultado com demonstragio
bastante técnica foi obtido por Marriott e Watrous. E possivel obter-se uma demonstragio
alternativa usando-se o fato de que PP = PostBQP e que QMA ¢é um caso particular de
PostBQP [Aaronson 2005].
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(a) Relacgoes confirmadas. (b) Relacoes conjecturadas.

Figura 1. Relacdes entre algumas das principais classes de complexidade.

Teorema 3. [Aaronson et al. 2016] BQP C naCQP C CQP C PSPACE

As duas primeiras inclusdes procedem das defini¢cdes das classes. Para a inclusdo
de CQP em PSPACE, mostra-se que uma sequéncia de “queries” para um ordculo que
resolva problemas de BPP#¥ pode ser usado para simular um circuito CQP. A inclusio
segue do fato que BPP#" = BPPPP C PSPACE.

Teorema 4. [Goldwasser et al. 1989, Aaronson et al. 2016] BPP C SZK C naCQP

A classe SZK contém BPP, pois na defini¢do de SZK usa-se um verificador BPP.
Para a prova da inclusdo de SZK em naCQP usa-se a reducio do problema de determinar
a diferenca estatistica de distribui¢des, completo para SZK.

3.2. Relacoes Conjecturadas

Conjectura 1. [Aaronson et al. 2016] NP ¢ naCQP

No modelo de computacdo “caixa-preta”, provou-se que para encontrar um ele-
mento dentre 2" = N itens, um algoritmo naCQP necessita tempo (N '/4). Isso significa
que um algoritmo naCQP ndo conseguiria resolver por “forca-bruta” o problema 3SAT
em tempo polinomial, pois no modelo “caixa-preta”, a estrutura dos problemas € abs-
traida. Por isso, acredita-se que a naCQP ndo contém NP, o que tornaria naCQP apenas
um pouco maior que BQP.

Conjectura 2. [Aaronson et al. 2016] naCQP C PP

Considerando-se que (provavelmente) naCQP seja uma classe pouco maior que
BQP, suspeita-se que naCQP esteja contido em PP. Atualmente o limite superior conhe-
cido de naCQP ¢é BPP"P.

Conjectura 3. SZK ¢ BQP
Suspeita-se que BQP ndo contém SZK pois foi encontrado um ordculo A tal que
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SZK4 04 BQP# [Aaronson 2002]. Ademais, até entdo ndo se encontrou um algoritmo
quantico para vdrios problemas SZK, como o de Isomorfismo de Grafos.

Conjectura 4. SZK C NP

Acredita-se que a SZK seja NP-intermedidria, pois a hierarquia polinomial co-
lapsa caso vérios problemas importantes em SZK sejam provados como NP-completos
[Aiello and Hastad 1991].

Conjectura 5. [Bernstein and Vazirani 1997] BPP C BQP

Acredita-se que a BQP nio seja igual a BPP, pois existem algoritmos polinomi-
ais quanticos que conjectura-se nao estar em BPP. Tal é o caso do Algoritmo de Shor
[Shor 1999] que resolve o problema de fatoracdo em ndmeros primos.

Conjectura 6. NP # BQP. Em particular 3L € NP tal que L ¢ BQP e 3L € BQP tal
que L ¢ NP.

Acredita-se que BQP ndo contém NP pelas seguintes razdes. Primeiro, até entao
ndo se encontrou nenhum algoritmo quantico que resolva um problema NP-completo em
tempo polinomial. Segundo, no modelo de computagdo “caixa-preta”, provou-se que para
encontrar um elemento dentre 2" = N itens, um algoritmo BQP necessita tempo (N 1/ 2)
[Bennett et al. 1997]. Isso significa que um algoritmo BQP ndo conseguiria resolver por
“forca-bruta” o problema 3SAT em tempo polinomial.

Também se acredita que NP ndo contém BQP. Primeiro, porque os problemas
BQP-completos conhecidos, até onde se sabe, ndo estdo em NP. Segundo, por que existe
um oraculo A tal que BQP# ¢ NP* [Watrous 2000].

Conjectura 7. PH # BQP. Em particular 3L € PH tal que L ¢ BQP e 3L € BQP tal
que L ¢ PH.

Essa conjectura é uma generalizacdo da Conjectura 6, pois PH € uma classe que
generaliza as classes NP e coNP. Conjectura-se que BQP ¢ PH pois encontrou-se recen-
temente um ordculo A tal que BQP* ¢ BH” [Raz and Tal 2018].

Conjectura 8. PH C PP

De acordo com o Teorema de Toda, PH C BP - PP [Toda 1991,
Toda and Ogiwara 1992], sendo que BP é um operador que adiciona uma aleatoriza-
cdo do mesmo modo como € adicionada de P para BPP, ou seja, BP - P = BPP.
Assumindo hipéteses de desaleatorizacdo, pode-se mostrar que PH C BP - PP = PP

[Hitchcock and Pavan 2004].

4. Conclusao

Neste artigo foram vistas algumas das relacdes comprovadas e conjecturadas entre BQP e
outras classes de complexidade, juntamente com uma breve ideia das prova ou das razdes
para as conjecturas feitas. De modo geral, acredita-se que BQP contém restritamente
BPP, nao contém NP e resolve problemas fora de PH.
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