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RESUMO

Uma coloragao total de um grafo G consiste na atribuicao de
cores para os vértices e para as arestas de G de forma que
elementos adjacentes recebam cores distintas. O conjunto
de cores de um vértice u é composto pela cor do vértice u
e pelas cores das arestas que incidem em u. Uma coloragao
total distinta na vizinhanca é em uma coloracao total onde
vértices adjacentes possuem conjuntos de cores distintos. O
Problema da Coloragdo Total Distinta na Vizinhanca con-
siste em determinar o menor nimero de cores para se obter
uma coloracao total distinta na vizinhanca para um dado
grafo. Neste trabalho, resolvemos o Problema da Colora-
¢ao Total Distinta na Vizinhanga para os grafos 4-partidos
completos que possuem vértices adjacentes de grau méximo.
Quando o grafo 4-partido completo ndo possui vértices adja-
centes de grau maximo, apresentamos um limitante superior
que difere do 6timo em no méximo um.
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ABSTRACT

A total coloring is an assignment of colors to the edges and
the vertices of a graph such that adjacent elements receive
distinct colors. The color-set of a vertex w is the set with
the color of u and the colors of the edges incident to u. An
adjacent vertex distinguishing total coloring is a total co-
loring such that any pair of adjacent vertices have distinct
color-sets. The Adjacent Vertex Distinguishing Total Colo-
ring Problem is to determine the least number of colors to
obtain an adjacent vertex distinguishing total coloring for a
given graph. In this work we solve the Adjacent Vertex Dis-
tinguishing Total Coloring Problem of complete 4-partite
graphs with adjacent vertices of maximum degree. When
the complete 4-partite graph has no adjacent vertices with
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maximum degree, we present an upper bound that differs
from the optimum by at most one.
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1. INTRODUCAO

Neste trabalho os grafos considerados sdo simples e cone-
xos. Um grafo G = (V(G), E(G)) tem conjunto de vértices
V(G) e conjunto de arestas E(G). Dois elementos sdo adja-
centes se sao dois vértices conectados por uma aresta, duas
arestas incidentes no mesmo vértice ou uma aresta e um vér-
tice em que ela incide. Uma coloracao total é uma atribuicao
de cores para os vértices e arestas de um grafo G e é prépria
se quaisquer dois elementos adjacentes tém cores distintas.
O menor nimero de cores que permite uma coloragdo total
de um grafo G é o nimero cromético total de GG, denotado
por x”(G). Dado um grafo G com uma coloracao total pré-
pria, o conjunto de cores de u é o conjunto composto pela
cor do vértice u e pelas cores das arestas que incidem em wu.
Uma coloragao total distinta na vizinhanga (coloragdo TDV)
é uma coloracao total prépria, onde os conjuntos de cores de
quaisquer dois vértices adjacentes sao distintos. O Problema
da Coloracdo TDV consiste em determinar, para um dado
grafo GG, o menor nimero de cores possivel que permita uma
coloragao TDV de G. Esse nimero de cores é chamado de
ntimero cromdtico TDV e é denotado por x4 (G).

Seja A(G) o maior grau de um vértice de G. Em 2005,
Zhang et al. [6] introduziram o Problema da Coloracao TDV
e apresentaram a seguinte conjectura.

CONJECTURA 1. [6] Se G é um grafo simples, entao X;l (@)
< A(G) + 3.

No mesmo trabalho, Zhang et al. [6] também apresenta-

ram o seguinte limitante inferior para o nimero cromético
TDV de grafos com vértices adjacentes de grau maximo.

TEOREMA 2. [6] Se G é um grafo simples com vértices
adjacentes de grau mdzimo, entdo x,(G) > A(G) + 2.
Os mesmos autores determinaram o nimero cromético

TDV para os grafos completos, conforme o teorema a se-
guir.

TEOREMA 3. [6] Se K,, € um grafo completo com n vérti-
ces, entdao xu(Kn) = A(K,)+2 quando n é par, e xu(Kn) =
A(Kp) + 3 quando n é impar.
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Um conjunto independente é um conjunto de vértices dois
a dois nao adjacentes. Os grafos k-partidos sdo aqueles cujo
conjunto de vértices pode ser particionado em k conjuntos
independentes. Se existe uma aresta entre quaisquer dois
vértices em partes distintas entdo o grafo k-partido é cha-
mado de k-partido completo. Quando um grafo k-partido
completo tem k = 2 e partes com tamanhos m e n, o mesmo
é chamado de bipartido completo e denotado por K, n.
Dado um grafo k-partido completo, se todas as partes tém
o mesmo tamanho, entdo G é chamado k-equipartido com-
pleto. O teorema a seguir valida a Conjectura 1 para os
k-equipartidos completos.

TEOREMA 4. [1] Seja G um grafo k-equipartido completo,
com k > 2 e partes de tamanho r > 2. Se rk € par, entdo

o (G) = A(G)+2. Serk é impar, entio o (@) < A(G)+3.

Zhang [6] provou que o bipartido completo Ky, tem

1"

Xa (Kmn) = A(Kmn)+1lquandol <n < m,e Xg(Km,n) =
A(Km,n)+2, caso contrdrio. Para os grafos tripartidos com-
pletos, a Conjectura 1 foi provada em 2014 [1]. Mais especi-
ficamente, Luiz [1] mostrou que X (@) < A(G) + 2, quando
G é um tripartido completo sem vértices adjacentes de grau
méximo e que X, (G) = A(G) + 2 quando o grafo tripartido
completo tem particio {A, B,C} onde |A| > 2|B| = 2|C].
Em 2016, Tiburcio [2] provou que se G ¢ um tripartido com-
pleto ndo isomorfo ao Ks, entdo . (G) < AG)+2.

Neste trabalho, determinamos X;/ (G) para grafos 4-partidos
completos que possuem vértices adjacentes de grau méaximo.
Quando o grafo 4-partido completo nao possui vértices adja-
centes de grau maximo, apresentamos um limitante superior
que difere do 6timo em no méximo um.

2. DEFINICOES E RESULTADOS ANTERI-
ORES

As definicdes e teoremas desta se¢do sdo importantes para
a construgao dos resultados que serdo apresentados.

Um emparelhamento é um conjunto de arestas duas a duas
nao adjacentes e é maximal quando nao estd propriamente
contido em outro emparelhamento. Um emparelhamento M
é perfeito quando em cada vértice de G incide uma aresta
de M.

Uma coloragao de arestas é uma atribuigao de cores para
as arestas de G e é propria se quaisquer duas arestas adja-
centes tém cores distintas. O menor nimero de cores que
permite uma coloragdo de arestas propria é chamado de in-
dice cromdtico de G e denotado por x'(G).

Dado um grafo G e um subconjunto de vértices X C
V(G), o subgrafo de G induzido por X, denotado por G[X],
éosubgrafo Hcom V(H) =X e E(H)={w:u € XAv €
X ANuv € E(G)}. O nicleo de um grafo G é o conjunto de
vértices com grau A(G).

TEOREMA 5. [3] Seja G um grafo simples. Se o nicleo
de G € um conjunto independente, entdo X' (G) = A(G).

Em 1989, Yap [4] determinou um limitante superior para
o numero cromatico total de todos os grafos k-partidos com-
pletos, conforme o teorema a seguir.

TEOREMA 6. [4] Se G é um grafo k-partido completo, en-
tao X" (G) < A(G) + 2.

Um grafo é k-regular se todos os seus vértices tém grau k.

TEOREMA 7. [5] Sejam n e p dois inteiros positivos tais
que m > p. Se pelo menos um entre n e p é par, entdo €
possivel construir um grafo (n — p — 1)-reqular de ordem n.

3. RESULTADOS

Nesta segdo apresentamos provas de que X, (G) < A(G) +
2 para os grafos 4-partidos completos, provando a Conjec-
tura 1 para esta classe. A demonstracdo foi dividida em
casos, de acordo com o tamanho de cada parte. Note que
é suficiente considerar os casos em que o grafo tem partes
de tamanhos diferentes, pois quando o grafo é 4-equipartido
completo, entao tem ordem par e a solugdo é dada pelo Te-
orema 4.

Se as cardinalidades das partes do grafo k-partido com-
pleto G sao duas a duas distintas, entao qualquer coloragao
total de G é uma coloragdo TDV, ji que os conjuntos de
cores de vértices adjacentes se distinguem por sua cardina-
lidade. Pelo Teorema 6, conclui-se o seguinte resultado.

TEOREMA 8. [6] Se G é um grafo k-partido completo tal
que as cardinalidades de quaisquer dois conjuntos da parti-
¢do sdo distintas, entdo x,(G) < A(G) + 2.

Resta considerar os casos em que existem duas ou trés
partes com o mesmo tamanho. A divisdo dos casos é feita
da seguinte forma: as trés partes menores tém a mesma car-
dinalidade; exatamente duas partes menores tém a mesma
cardinalidade; as trés partes maiores tém a mesma cardi-
nalidade; as duas partes de mesma cardinalidade nao sao a
menor nem a maior; e apenas as duas partes maiores tém a
mesma cardinalidade.

LEMA 9. Seja G um grafo 4-partido completo com par-
ticio {A,B,C,D}. Se |A] = |B| = |C| = |D| — 1, entdo
Xa(G) = A(G) +2.

PrOVA. Seja G um grafo 4-partido completo com parti-
¢do {A, B,C, D} tal que |A| = |B| = |C| = |D| — 1. Con-
sidere um emparelhamento perfeito Mpc no subgrafo indu-
zido G[BUC]. Pinte as arestas de Mpc com a cor A(G)+1.
Observe que A é o nicleo do subgrafo G — Mpc e, pelo Teo-
rema 5, é possivel colorir as arestas de G — Mpc com A(G)
cores. Observe que |V(G)| = 4]A] + 1 é fmpar. Como o
nuimero de vértices é impar, em qualquer coloracao de ares-
tas de G — Mpc, cada cor incide em no maximo |V (G)| —1
vértices. Como foram usadas A(G) cores, cada uma delas
falta em algum vértice de G — Mpc. Como em G — Mpc
existem A(G) vértices com grau igual a A(G) — 1, em cada
um deles falta uma cor. Entdo, as cores que faltam em dois
vértices quaisquer de G — Mpc s@o duas a duas distintas.
Pinte os vértices de B, C' e D com as cores que faltam nes-
ses vértices. Faca um emparelhamento maximal no subgrafo
induzido G[C'U D] e troque as cores das arestas desse empa-
relhamento pela cor A(G) + 2. Pinte os vértices de A com
a cor A(G) + 2.

A Figura 1 apresenta um esquema da coloragdo aplicada
ao grafo 4-partido completo com trés partes de tamanho 3 e
uma parte de tamanho 4. As arestas que nido aparecem co-
loridas estdo pintadas com uma coloragdo de arestas prépria
usando cores de 1 a 10. Os vértices de B U C U D estao co-
loridos com cores que sobraram apds a coloragao de arestas
proépria do grafo G — Mpc.



Figura 1: Grafo apé6s passos do Lema 9

Essa é uma coloracdo TDV para o grafo G: os conjuntos
de cores dos vértices de D se distinguem dos demais por
sua cardinalidade; os conjuntos de cores dos vértices de C
s80 os dnicos que tém tanto a cor A(G) + 1 quanto a cor
A(G) + 2; os conjuntos de cores dos vértices de B sdo os
Unicos que tém a cor A(G) + 1 e ndo tém a cor A(G) 4 2; e
os conjuntos de cores dos vértices de A tém a cor A(G) + 2
tal como os conjuntos de cores dos vértices em D, mas tém
cardinalidades diferentes.

Como existem vértices adjacentes com grau méximo, pelo
Teorema 2, xo(G) = A(G) +2. [

LEMA 10. Seja G um grafo 4-partido completo com par-
ticio {A, B,C,D}. Se |A| = |B| =|C| < |D|—1 com ordem
par, entdo xa(G) = A(G) + 2.

PROVA. Seja G um grafo 4-partido completo com parti¢ao
{A,B,C,D} tal que |[A| = |B| = |C] < |D| — 1 e o nimero
de vértices é par. Note que neste caso |A| e |D| tém a mesma
paridade. Insira um vértice a’ em A e faca-o adjacente aos
vértices de BU C U D. Faca dois emparelhamentos perfei-
tos Mpc1 € Mpe2 no subgrafo induzido G[B U C]. Pelo
Lema 7, é possivel aumentar o grau dos vértices de D in-
jetando arestas entre seus vértices de forma que G[D] seja
(|D] —|A| — 1)-regular. Seja M = Mpc1UMpc2 e G—M o
subgrafo de G obtido pela remogao das arestas do conjunto
M. Observe que agora A é o nicleo de G — M e pelo Te-
orema 5, é possivel colorir as arestas de G — M com A(G)
cores. Note que o niimero de vértices é impar, e em qualquer
coloragao de arestas de G — M, cada cor incide em no ma-
ximo |V(G)| — 1 vértices. Como foram usadas A(G) cores,
cada uma delas falta em algum vértice de G — M. Como em
G — M existem A(G) vértices com grau igual a A(G) — 1,
em cada um deles falta uma cor. Entéo, as cores que faltam
em dois vértices quaisquer de G — M sao duas a duas distin-
tas. Pinte os vértices de A e as arestas do emparelhamento
Mpc1 com cor A(G) + 1. Pinte o emparelhamento Mpc2
com cor A(G) + 2. Pinte os vértices de B, C' e D com as
cores das respectivas arestas que os conectam ao vértice a’
e remova o vértice a’. Remova as arestas que foram injeta-
das entre os vértices de D. Essa é uma coloragdo TDV do
grafo G: os conjuntos de cores dos vértices de D se distin-
guem dos conjuntos de cores dos vértices de A, B e C por
sua cardinalidade; os conjuntos de cores dos vértices de A se
distinguem dos demais pois ndo tem cor A(G)+2; os conjun-
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tos de cores dos vértices de B se distinguem dos vértices de
C pois |V(G) + a'| é impar, portanto, as cores que sobraram
em quaisquer dois desses vértices sao distintas. Como exis-
tem vértices adjacentes com grau maximo, pelo Teorema 2,
YUG) = AG) +2. O

LEMA 11. Seja G um grafo 4-partido completo com par-
ticio {A, B,C,D}. Se |Al = |B| =|C| < |D|—1 com ordem
impar, entdo xu(G) = A(G) + 2.

ProOvVA. Seja G um grafo 4-partido completo com parti-
¢do {A,B,C,D} tal que |A] = |B| = |C] < |D|—1eo
nimero de vértices é impar. Note que neste caso |A| e |D|
tém paridades distintas. Faga um emparelhamento perfeito
Mpc no subgrafo induzido G[BUC]. Pelo Lema 7, é possivel
aumentar o grau dos vértices de D injetando arestas entre
seus vértices de forma que G[D] seja (|D| — |A| — 1)-regular.
Remova as arestas do emparelhamento Mpc. Observe que
agora A é o nicleo de G — Mpc e pelo Teorema 5, é possivel
colorir as arestas de G — Mpc com A(G) cores. Observe que
|[V(G)| = 3|A| + |D| é impar. Como o nimero de vértices é
impar, em qualquer coloragdo de arestas de G — Mp¢, cada
cor incide em no maximo |V(G)| — 1 vértices. Como foram
usadas A(G) cores, cada uma delas falta em algum vértice
de G—Mpc. Como em G— Mpc existem A(G) vértices com
grau igual a A(G) — 1, em cada um deles falta uma cor dis-
tinta. Entéo, as cores que faltam em dois vértices quaisquer
de G — Mpc sao duas a duas distintas. Pinte os vértices de
B, C e D com as cores que faltam nesses vértices. Pinte os
vértices de A com cor A(G) + 2 e o emparelhamento Mpc
com cor A(G) + 1. Faga um emparelhamento perfeito Mcp
no subgrafo induzido G[C U D] e pinte o emparelhamento
Mecp com cor A(G) + 2. Remova as arestas que foram in-
jetadas entre os vértices de D. Essa é uma coloragao TDV
do grafo G: os conjuntos de cores dos vértices de D se dis-
tinguem dos conjuntos de cores dos vértices de A, B e C
por sua cardinalidade; os conjuntos de cores dos vértices de
A se distinguem dos conjuntos de cores dos vértices de B
e C pois sdo os Unicos que possuem a cor A(G) + 2 e nao
possuem a cor A(G) + 1; os conjuntos de cores dos vérti-
ces de C' se distinguem dos vértices de B pois sdo os tunicos
que possuem tanto a cor A(G) + 1 quanto a cor A(G) + 2.
Como existem vértices adjacentes com grau méaximo, pelo
Teorema 1, x4 (G) = A(G) +2. O

LEMA 12. Seja G um grafo 4-partido completo com parti-
¢io {A,B,C,D}. Se |Al =|B| <|C| < |D|, entdo x4 (G) =
A(G) + 2.

PROVA. Seja G um grafo 4-partido completo com par-
ticao {A, B,C, D} tal que |A| = |B| < |C] < |D|. Faca
um emparelhamento maximal Mpp no subgrafo induzido
G[B U D] e pinte as arestas de Mpp com a cor A(G) + 2.
Como |B| < |D|, existe um conjunto T de vértices de D
onde nao incidem arestas de Mpp. Pinte os vértices de T
com a cor A(G) + 2. Insira um vértice a’ em A e faga-o
adjacente aos vértices de BUC U (D \ T). Faga um empa-
relhamento maximal Mpc no subgrafo induzido G[BUC] e
pinte as arestas desse emparelhamento com a cor A(G) + 1.
Como |B| < |C| existe um conjunto S de vértices de C
onde nao incidem arestas do emparelhamento Mpc. Faga
um emparelhamento maximal Msp no subgrafo induzido
G[S U D] e pinte as arestas de Mgp com a cor A(G) + 1.
Seja M = Mpp U Mpc U Msp e G — M o subgrafo de G
obtido pela remocgao das arestas do conjunto M. Observe
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que A é o nicleo de G — M e pelo Teorema 5, é possivel
colorir as arestas de G — M com A(G) cores. Pinte os vér-
tices de B, C e D\ T com as cores das respectivas arestas
que os conectam ao vértice a’ e remova o vértice a’. Pinte
os vértices de A com a cor A(G) + 1.

Essa é uma coloracdo TDV do grafo G: como os conjuntos
de cores dos vértices em B e D possuem a cor A(G) + 2 eles
se distinguem dos conjuntos de cores dos vértices de A e C;
os conjuntos de cores dos vértices de D se distinguem dos
conjuntos de cores dos vértices de B por sua cardinalidade;
os conjuntos de cores dos vértices de A tém cor A(G) +1 e
nao tém a cor A(G) + 2 tal como o conjunto de cores dos
vértices em C', mas tém cardinalidades diferentes.

Como existem vértices adjacentes com grau méximo, pelo
Teorema 2, xo(G) = A(G) +2. [

LEMA 13. Seja G um grafo 4-partido completo com parti-
¢io {A, B,C,D}. Se|A| <|B| = [C| = DI, entio x(G) <
A(G) + 2.

ProOvVA. Seja G um grafo 4-partido completo com parti¢ao
{A,B,C,D} tal que |A| < |B| = |C| = |D|. Insira um
vértice a’ em A e faca-o adjacente a todos os vértices das
outras partes. Faca um emparelhamento perfeito Mpc no
subgrafo induzido G[B U C] e um emparelhamento perfeito
Mecp no subgrafo induzido G[C' U D]. Pinte as arestas dos
emparelhamentos Mpc e Mcp com cores A(G)+1e A(G)+
2, respectivamente. Sejam M = Mpc U Mcp e G — M
o subgrafo de G obtido pela remocao das arestas de M.
Observe que A é o ntcleo de G — M e pelo Teorema 5, é
possivel colorir as arestas de G — M com A(G) cores. Pinte
os vértices de B, C' e D com as cores das respectivas arestas
que os conectam ao vértice a’ e remova a’. Pinte os vértices
de A com a cor A(G) + 1.

Essa é uma coloracdo TDV do grafo G: os conjuntos de
cores dos vértices de C' sdo os unicos que tém tanto a cor
A(G) + 1 quanto a cor A(G) + 2; os conjuntos de cores
dos vértices de B se distinguem dos conjuntos de cores dos
vértices de D pois os primeiros tém a cor A(G) + 1 e os
dltimos tém a cor A(G) + 2. Portanto, x4 (G) < A(G) +
2. 0O

LEMA 14. Seja G um grafo 4-partido completo com parti-
¢io {A,B,C,D}. Se|A| < |B|=|C| < |D|, entio xa(G) <
A(G) + 2.

PROVA. Seja G um grafo 4-partido completo com parti-
cdo {A, B,C, D} tal que |A| < |B| = |C| < |D|. Insira um
vértice ' em A e faca-o adjacente a todos os vértices das
outras partes. Faca um emparelhamento perfeito Mpc no
subgrafo induzido G[B U C], e um emparelhamento maxi-
mal Mcp no subgrafo induzido G[C U D]. Pinte as arestas
dos emparelhamentos Mpc e Mcp com cores A(G) + 1 e
A(G) + 2, respectivamente. Como |C| < |D|, existe um
conjunto S de vértices em D onde nao incidem arestas do
emparelhamento Mc¢p. Entdo, pinte os vértices de S com a
cor A(G)+2. Sejam M = MpcUMcp e G— M o subgrafo
de G obtido pela remocéo das arestas de M. Observe que A
é o nicleo de G — M e pelo Teorema 5, é possivel colorir as
arestas de G — M com A(G) cores. Pinte os vértices de B,
C e D com as cores das respectivas arestas que os conectam
ao vértice a’ e remova a’. Pinte os vértices de A com a cor
A(G) + 1.

Essa é uma coloragdo TDV do grafo G: o conjunto de
cores dos vértices de D e B nao tém, respectivamente, as

cores A(G)+1 e A(G)+2; os conjuntos de cores dos vértices
de C sdo os tnicos que tém tanto a cor A(G) + 1 quanto a
cor A(G) + 2; os conjuntos de cores dos vértices de A tém
cor A(G)+1 tal como os conjuntos de cores dos vértices de
B, mas tém cardinalidades diferentes. Portanto, x4 (G) <
AG)+2. O

LEMA 15. Seja G um grafo 4-partido completo com parti-
¢io {A,B,C,D}. Se|A| < |B| < |C|=|D|, entio x,(G) <
A(G) + 2.

PROVA. Seja G um grafo 4-partido completo com parti¢ao
{A,B,C,D} tal que |A] < |B| < |C| = |D|. Insira um
vértice a’ em A e faca-o adjacente a todos os vértices das
outras partes. Faca um emparelhamento maximal Mpp no
subgrafo induzido G[B U D]. Como |B| < |D|, existe um
conjunto S de vértices em D onde nao incidem arestas de
Mpp. Pinte os vértices de S e as arestas do emparelhamento
Mgp com a cor A(G) + 1. Pinte os vértices de A com a cor
A(G) 4+ 2. Observe que A é o nucleo de G — Mpp e pelo
Teorema 5, é possivel colorir as arestas de G — Mpp com
A(G) cores. Pinte os vértices das partes B, C e D com as
cores das respectivas arestas que os conectam ao vértice a’
e remova a’.

Essa é uma coloragdo TDV do grafo G: os conjuntos de
cores dos vértices de D se distinguem dos conjuntos de cores
dos vértices de C pois possuem a cor A(G) + 1; os conjuntos
de cores dos vértices de A, B e C se distinguem entre si por
suas cardinalidades. Portanto, x,(G) < A(G)+2. O

Pelos lemas desta segao, vale o seguinte corolario.

COROLARIO 16. Se G é um grafo 4-partido completo, en-
tio xa (G) < A(G) + 2.

4. CONCLUSAO

Dos resultados apresentados, conclui-se que a Conjectura 1
é vélida para os grafos 4-partidos completos. Pelos resulta-
dos do Teorema 4 e dos Lemas 9, 10, 11 e 12 conclui-se o
seguinte teorema.

TEOREMA 17. Se G € um grafo 4-partido completo com
vértices adjacentes de grau mdzimo, entdo x4 (G) = A(G) +
2.

Pelo Teorema 3 e pelos resultado conhecidos para k-partidos
completos quando k € {2, 3,4}, propomos a seguinte conjec-
tura.

CONJECTURA 18. Se G ¢ um grafo k-partido completo
nao isomorfo ao grafo completo Ky, entdo x.(G) < A(G)+
2.
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