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Coloração de Arestas

Coloração de arestas própria e não própria.

Figura: (a) Grafo G com uma coloração
própria.

Figura: (b) Grafo G com uma coloração
não própria.
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Caminho Arco-íris

Caminho arco-íris.

Figura: (a) Caminho arco-íris
v0v5v4.

Figura: (b) Caminho não arco-íris
v0v1v2v3v4.
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Coloração Arco-íris

Uma coloração não necessariamente própria

c : E(G) → {0,1, . . . ,k −1}

é arco-íris se existe um caminho arco-íris entre qualquer par de vértices de
G (CHARTRAND et al., 2008).
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Problema da Coloração Arco-íris

Número de conexão arco-íris:
• rc(G): menor número de cores para se obter uma coloração arco-íris em G.

Figura: Uma coloração arco-íris para o grafo C6 utilizando rc(C6) cores.
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Dificuldade do Problema

Teorema (CHAKRABORTY et al., 2011)
Dado um grafo G, calcular o rc(G) é NP-difícil.
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Dificuldade do Problema

Teorema (CHAKRABORTY et al., 2011; ANANTH; NASRE; SARPATWAR, 2011; LI;
LI, 2011)
Decidir se rc(G) = k, para um k fixo, k ≥ 2 is NP-completo.
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Diâmetro

Seja ecc(v) a excentricidade de um vértice v ∈ G. O diâmetro do grafo G, diam(G), é a
maior excentricidade encontrada em G.

ecc(v0) = 3
ecc(v1) = 3
ecc(v2) = 3
ecc(v3) = 3
ecc(v4) = 3
ecc(v5) = 2
ecc(v6) = 4
ecc(v7) = 3
ecc(v8) = 4

Portanto, diam(G) = 4. Figura: Grafo G com diam(G) = 4.
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Árvore Geradora
Uma árvore geradora em um grafo G é um subgrafo com todos os vértices de G que não
contém ciclos.

Figura: Grafo G e suas respectivas árvores geradoras.
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Coloração Arco-íris em um Grafo G

Para obter uma coloração arco-íris em qualquer grafo simples e conexo G, é suficiente
atribuir cores distintas para todas as arestas de uma de suas árvores geradoras.
• rc(G) ≤ |V(G)| −1.
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Limitantes Superior e Inferior

Seja G um grafo simples e conexo com n vértices.

Limitantes (CHARTRAND et al., 2008)

diam(G) ≤ rc(G) ≤ n−1
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Grafos Junção K1
Dados dois grafos G e H, o grafo junção G+H tem conjunto de vértices
V(G+H) = V(G)∪V(H) e conjunto de arestas
E(G+H) = {vu : v ∈ V(G) e u ∈ V(H)} ∪E(G)∪E(H).
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Grafos Junção K1
Dados dois grafos G e H, o grafo junção G+H tem conjunto de vértices
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E(G+H) = {vu : v ∈ V(G) e u ∈ V(H)} ∪E(G)∪E(H).

13



Grafos Junção K1
Dados dois grafos G e H, o grafo junção G+H tem conjunto de vértices
V(G+H) = V(G)∪V(H) e conjunto de arestas
E(G+H) = {vu : v ∈ V(G) e u ∈ V(H)} ∪E(G)∪E(H).
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Número de Conexão Arco-íris das Árvores

Teorema (CHARTRAND et al., 2008)
Seja G um grafo com n vértices. O número de conexão arco-íris, rc(G) = n−1 se, e
somente se, G é uma árvore.

Figura: Uma árvore G com 8 arestas e uma coloração arco-íris.
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Número de Conexão Arco-íris dos Grafos Completos
Teorema (CHARTRAND et al., 2008)
O rc(G) = 1 se, e somente se, G é um grafo completo.

Figura: Grafo K4 arestas e uma coloração arco-íris.
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Número de Conexão Arco-íris dos Ciclos
Teorema (CHARTRAND et al., 2008)
Se Cn é um ciclo com n vértices, então rc(Cn) = d

n
2 e.

Figura: Ciclos C6 e C7 com uma coloração arco-íris.
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Número de Conexão Arco-íris das Rodas

Um grafo roda, Wn, consiste da junção de um ciclo
Cn = v0,v1, . . . ,vn−1,vn = v0, n ≥ 3 com um grafo K1.
Seja V(K1) = {x}.

Teorema (CHARTRAND et al., 2008)
Se Wn é um ciclo com n vértices, tal que n ≥ 3, então

rc(Wn)


= 1, se n = 3;
= 2, se 4 ≤ n ≤ 6;
= 3, se n ≥ 7.

Figura: Roda W3 com uma coloração
arco-íris.
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Número de Conexão Arco-íris das Rodas

Um grafo roda, Wn, consiste da junção de um ciclo
Cn = v0,v1, . . . ,vn−1,vn = v0, n ≥ 3 com um grafo K1.
Seja V(K1) = {x}.

Teorema (CHARTRAND et al., 2008)
Se Wn é um ciclo com n vértices, tal que n ≥ 3, então

rc(Wn)


= 1, se n = 3;
= 2, se 4 ≤ n ≤ 6;
= 3, se n ≥ 7.

Figura: Roda W5 com uma coloração
arco-íris.
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Número de Conexão Arco-íris das Rodas

Um grafo roda, Wn, consiste da junção de um ciclo
Cn = v0,v1, . . . ,vn−1,vn = v0, n ≥ 3 com um grafo K1.
Seja V(K1) = {x}.

Teorema (CHARTRAND et al., 2008)
Se Wn é um ciclo com n vértices, tal que n ≥ 3, então

rc(Wn)


= 1, se n = 3;
= 2, se 4 ≤ n ≤ 6;
= 3, se n ≥ 7. Figura: Roda W7 com uma coloração

arco-íris.
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Número de Conexão Arco-íris dos Leques

Um grafo leque, Fn, consiste da junção de um grafo
caminho Pn = v0,v1, . . . ,vn−1, n ≥ 2 com um grafo K1.
Seja V(K1) = {x}.

Teorema (SY; MEDIKA; YULIANTI, 2013)
Seja Fn um grafo leque.

rc(Fn) =


1, se n = 2,
2, se 3 ≤ n ≤ 6,
3, se n ≥ 7.

Figura: Leque F2 com uma coloração
arco-íris.
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Número de Conexão Arco-íris dos Leques

Um grafo leque, Fn, consiste da junção de um grafo
caminho Pn = v0,v1, . . . ,vn−1, n ≥ 2 com um grafo K1.
Seja V(K1) = {x}.

Teorema (SY; MEDIKA; YULIANTI, 2013)
Seja Fn um grafo leque.

rc(Fn) =


1, se n = 2,
2, se 3 ≤ n ≤ 6,
3, se n ≥ 7.

Figura: Leque F4 com uma coloração
arco-íris.
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Número de Conexão Arco-íris dos Leques

Um grafo leque, Fn, consiste da junção de um
grafo caminho Pn = v0,v1, . . . ,vn−1, n ≥ 2
com um grafo K1. Seja V(K1) = {x}.

Teorema (SY; MEDIKA; YULIANTI, 2013)
Seja Fn um grafo leque.

rc(Fn) =


1, se n = 2,
2, se 3 ≤ n ≤ 6,
3, se n ≥ 7. Figura: Leque F7 com uma coloração arco-íris.
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Definição de Produto Cartesiano
O produto cartesiano de dois grafos, G e H, é um grafo com o conjunto de vértices
V(G)×V(H) e arestas, (vi,u j) e (vk,ul), se e somente se (vi,vk) ∈ E(G) e u j = ul ou se
(u j,ul) ∈ E(H) e vi = vk .

Figura: Grafo G×H.
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Exemplo de Produto Cartesiano

Figura: Grafos G e H.25



Exemplo de Produto Cartesiano

Figura: |V(H)| cópias de G.
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Exemplo de Produto Cartesiano

Figura: Primeira cópia de H.
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Exemplo de Produto Cartesiano

Figura: Segunda cópia de H.
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Exemplo de Produto Cartesiano

Figura: Grafo G×H.

29



Coloração Arco-íris em Produto Cartesiano

Teorema (LI; SUN, 2010)

Seja G = G1×G2× . . .Gk,k ≥ 2, tal que Gi é conexo, 1 ≤ i ≤ k. Então rc(G) ≤
∑k

1 rc(Gi).
Além disso, se diam(Gi) = rc(Gi) para todo Gi, 1 ≤ i ≤ k, então rc(G) =

∑k
1 rc(Gi).

Conclusão:
• rc(Pm×Pn) = m+n−2 para dois caminhos Pm e Pn tal que 2 ≤ m ≤ n;
• rc(Pm×Cn) = m−1+ n

2 para um caminho Pm e um ciclo Cn com m ≥ 3 e n par, n ≥ 3.
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Criticalidade Arco-íris

Um grafo G é arco-íris crítico se ao remover uma aresta qualquer de G, o número de
conexão arco-íris de G aumenta (RAO; MURALI, 2014).
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Criticalidade Arco-íris
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Criticalidade Arco-íris
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Criticalidade Arco-íris
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Criticalidade Arco-íris
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Grafos Arco-íris Críticos
Os ciclos são grafos arco-íris críticos. Observe que ao removermos uma aresta e de um
ciclo Cn, n ≥ 3, o grafo Cn − e torna-se um caminho Pn. Portanto, podemos concluir que:
• rc(Cn) = dn/2e < rc(Cn − e) = n−1.

Figura: (a) Ciclo C6. Figura: (b) Ciclo C6− e.
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Grafos Arco-íris Críticos

Teorema (RAO; MURALI, 2014)
O grafo Pm×Pn, m ≥ 2 e n ≥ 2, é arco-íris crítico.

Refutado posteriormente por...

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2017)
O grafo Pm×Pn é arco-íris crítico se, e somente se, é um caminho ou um ciclo C4.
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Grafos Arco-íris Críticos

Teorema (RAO; MURALI, 2014)
O grafo Pm×Pn, m ≥ 2 e n ≥ 2, é arco-íris crítico.

Refutado posteriormente por...

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2017)
O grafo Pm×Pn é arco-íris crítico se, e somente se, é um caminho ou um ciclo C4.
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Grafos Arco-íris Críticos

Teorema (RAO; MURALI, 2014)
O grafo Cm×Pn, m ≥ 3 par e n ≥ 2, é arco-íris crítico.

Refutado posteriormente por...

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2017)
O grafo Cm×Pn, m inteiro par, m ≥ 4 e n ≥ 2, não é arco-íris crítico.
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Grafos Arco-íris Críticos

Teorema (RAO; MURALI, 2014)
O grafo Cm×Pn, m ≥ 3 par e n ≥ 2, é arco-íris crítico.

Refutado posteriormente por...

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2017)
O grafo Cm×Pn, m inteiro par, m ≥ 4 e n ≥ 2, não é arco-íris crítico.
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Resultados
Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019H)
O grafo Wn é arco-íris crítico se e somente se n = 3.

Quando n = 3.
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Resultados
Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019H)
O grafo Wn é arco-íris crítico se e somente se n = 3.

Quando n = 3.
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Resultados
Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019H)
O grafo Wn é arco-íris crítico se e somente se n = 3.

Quando 4 ≤ n ≤ 6, rc(Wn) = rc(Wn − e) = rc(Fn) = 2.
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Resultados
Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019H)
O grafo Wn é arco-íris crítico se e somente se n = 3.

Quando n ≥ 7, rc(Wn) = rc(Wn − e) = rc(Fn) = 3.

41



Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019H)
O grafo Fn é arco-íris crítico se e somente se n = 2.

Quando n = 2.
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019H)
O grafo Fn é arco-íris crítico se e somente se n = 2.

Quando n = 3, rc(Fn − e) = rc(Cn) = 2.
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019H)
O grafo Fn é arco-íris crítico se e somente se n = 2.

Quando 4 ≤ n ≤ 6, rc(Fn − e) = rc(Fn) = 2.
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019H)
O grafo Fn é arco-íris crítico se e somente se n = 2.

Quando n = 7, rc(Fn − e) = rc(Fn) = 3.
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019H)
O grafo Fn é arco-íris crítico se e somente se n = 2.

Quando n ≥ 8, rc(Fn − e) = rc(Fn) = 3.
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019H)
O grafo Fn é arco-íris crítico se e somente se n = 2.

Quando n ≥ 8, rc(Fn − e) = rc(Fn) = 3.
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019H)
O grafo Fn é arco-íris crítico se e somente se n = 2.

Quando n ≥ 8, rc(Fn − e) = rc(Fn) = 3.
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019H)
O grafo Fn é arco-íris crítico se e somente se n = 2.

Quando n ≥ 8, rc(Fn − e) = rc(Fn) = 3.
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Conclusões e Trabalhos Futuros

É interessante observar que, mesmo os ciclos e os caminhos sendo grafos arco-íris críticos,
os grafos Pn +K1 com n ≥ 3 e Cn +K1 com n ≥ 4 não são arco-íris críticos.

Seja G um grafo simples, conexo com n vértices, n ≥ 3. Quando o grafo G+K1 é arco-íris
crítico?

Sabe-se que se G é completo, então G+K1 é arco-íris crítico.
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Conclusões e Trabalhos Futuros

Um caminho hamiltoniano em um grafo G é um caminho que contém todos os vértices de
G. Note que se G tem um caminho hamiltoniano, então G+K1 tem um leque F|V (G) | como
subgrafo e rc(G+K1) ≤ 3.

Pode-se concluir que se G tem um caminho hamiltoniano e rc(G+K1) = 3, então
|V(G)| ≥ 7 e G+K1 não é arco-íris crítico pelo teorema da criticalidade arco-íris em grafos
leque.

51



Conclusões e Trabalhos Futuros

Se G tem caminho hamiltoniano e rc(G) = 2, então rc(G+K1) = 2, basta manter a mesma
coloração arco-íris nas arestas do grafo G e reutilizar uma das duas cores para colorir as
arestas da junção. É possível remover uma aresta e e manter uma coloração arco-íris em
G+K1 utilizando rc(G+K1) cores.

Como trabalhos futuros sugere-se o estudo da criticalidade arco-íris de grafos junção
G+K1 nos casos em que G tem um caminho hamiltoniano (ou seja, G+K1 tem um leque
como subgrafo), rc(G) = 3 e rc(G+K1) = 2.
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