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Coloracao de Arestas

Coloracgao de arestas prépria e ndo propria.
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Figura: (a) Grafo G com uma coloragao
propria.
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Figura: (b) Grafo G com uma coloragdo
ndo propria.
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Caminho Arco-iris

Caminho arco-iris.

Figura: (a) Caminho arco-iris
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Figura: (b) Caminho ndo arco-iris
VoV1V2V3Vv4.
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Coloracao Arco-iris

Uma coloracdo nao necessariamente propria
c:E(G)—{0,1,....k-1}

é arco-iris se existe um caminho arco-iris entre qualquer par de vértices de
G (CHARTRAND et al., 2008).
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Problema da Colorac¢ao Arco-iris

Nuamero de conexdo arco-iris:

® rc(G): menor nimero de cores para se obter uma coloragdo arco-iris em G.

Figura: Uma coloragéo arco-iris para o grafo Cg utilizando rc¢(Cg) cores.
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Dificuldade do Problema

Teorema (CHAKRABORTY et al., 2011)
Dado um grafo G, calcular o rc(G) é NP-dificil.
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Dificuldade do Problema

Teorema (CHAKRABORTY et al., 2011; ANANTH; NASRE; SARPATWAR, 2011; LI;
LI, 2011)

Decidir se rc(G) = k, para um k fixo, k > 2 is NP-completo.
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Diametro

Seja ecc(v) a excentricidade de um vértice v € G. O didmetro do grafo G, diam(G), é a
maior excentricidade encontrada em G.

ecc(vo) =3

ecc(vi)=3 . Yo

ecc(v)) =3 e vr

ecc(v3) =3

ecc(vg) =3

ecc(vs)=2 U U5

ecc(vg) =4

ecc(v7)=3

€CC(V8) =4 V2 U3 V4 g

Portanto, diam(G) = 4. Figura: Grafo G com diam(G) = 4.
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Arvore Geradora

Uma édrvore geradora em um grafo G € um subgrafo com todos os vértices de G que nao

contém ciclos.
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Figura: Grafo G e suas respectivas drvores geradoras.




Coloracao Arco-iris em um Grafo G

Para obter uma coloracao arco-iris em qualquer grafo simples e conexo G, € suficiente
atribuir cores distintas para todas as arestas de uma de suas drvores geradoras.

* rc(G) < |V(G)|-1.
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Limitantes Superior e Inferior

Seja G um grafo simples e conexo com n vértices.

Limitantes (CHARTRAND et al., 2008)
diam(G) <rc(G)<n-1
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Grafos Juncao K;

Dados dois grafos G e H, o grafo jun¢ao G + H tem conjunto de vértices
V(G+ H)=V(G)UV(H) e conjunto de arestas
EG+H)={vu:veV(G)eueV(H)}UE(G)UE(H).
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Grafos Juncao K;

Dados dois grafos G e H, o grafo jun¢ao G + H tem conjunto de vértices
V(G+ H)=V(G)UV(H) e conjunto de arestas
EG+H)={vu:veV(G)eueV(H)}UE(G)UE(H).
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Grafos Juncao K;

Dados dois grafos G e H, o grafo jun¢ao G + H tem conjunto de vértices
V(G+ H)=V(G)UV(H) e conjunto de arestas
EG+H)={vu:veV(G)eueV(H)}UE(G)UE(H).
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Numero de Conexao Arco-iris das Arvores

Teorema (CHARTRAND et al., 2008)

Seja G um grafo com n vértices. O nimero de conexdo arco-iris, rc(G) =n—1 se, e
somente se, G € uma 4rvore.

Figura: Uma drvore G com 8 arestas e uma colorac¢io arco-iris.
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Numero de Conexao Arco-iris dos Grafos Completos

Teorema (CHARTRAND et al., 2008)
O rc(G) =1 se, e somente se, G é um grafo completo.
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Figura: Grafo Ky arestas e uma coloracio arco-iris.
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Numero de Conexao Arco-iris dos Ciclos

Teorema (CHARTRAND et al., 2008) J

Se C,, € um ciclo com n vértices, entdo rc(Cy,) = [5].

Figura: Ciclos Cg € C7 com uma coloragdo arco-fris.
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Numero de Conexao Arco-iris das Rodas

Vo
Um grafo roda, W,,, consiste da junc¢do de um ciclo

C,, =V0,V1,..-sVn—1,Vy = Vo, n > 3 com um grafo K.

Seja V(Ky) = {x}. 0 0
Teorema (CHARTRAND et al., 2008)
Se W,, € um ciclo com n vértices, tal que n > 3, entao
V2 v
=1, sen=3; 0
rec(W,)y =2, sed<n<6; W
=3, sen>"7.

Figura: Roda W3 com uma coloracio
arco-iris.




Numero de Conexao Arco-iris das Rodas

Um grafo roda, W,,, consiste da junc¢do de um ciclo

C,, =V0,V1,..-sVn—1,Vy = Vo, n > 3 com um grafo K.
Seja V(Ky) = {x}.

Teorema (CHARTRAND et al., 2008)

Se W,, € um ciclo com n vértices, tal que n > 3, entao

=1, sen=23;
rec(W,)y =2, sed<n<6;
=3, sen>"7.

Figura: Roda W5 com uma coloracio

arco-iris.
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Numero de Conexao Arco-iris das Rodas

Um grafo roda, W,,, consiste da jung@o de um ciclo
Cy, =V0,V1,..-sVn-1,Vy = Vg, n = 3 com um grafo K.
Seja V(K7) = {x}.

Teorema (CHARTRAND et al., 2008)

Se W,, € um ciclo com n vértices, tal que n > 3, entdo

=1, sen=3;
re(W,)4 =2, se4<n<6;
=3, sen>17.

20

Figura: Roda W7 com uma coloracio

arco-iris.
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Nuamero de Conexao Arco-iris dos Leques

Um grafo leque, F,,, consiste da juncdo de um grafo
caminho P,, = vg,v1,...,V,—1, 1 = 2 com um grafo K.

1
Seja V(K;) = {x}. ' U1
Teorema (SY; MEDIKA; YULIANTI, 2013) 1 ; ; 1
Seja F,, um grafo leque. T
)
1, sen=2,
re(F,)=14 2, s€e3<n<6, Figura: Leque /> com uma coloracdo
3, sen>T7. arco-ris.
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Nuamero de Conexao Arco-iris dos Leques

Um grafo leque, F,,, consiste da juncdo de um grafo
caminho P,, = vg,v1,...,V,—1, 1 = 2 com um grafo K. U2

Seja V(K) = {x}. y 1 1
0 v3
Teorema (SY; MEDIKA; YULIANTI, 2013) T 5

Seja F;, um grafo leque.

Fy
1, sen=2,
re(Fy)=1{ 2, se3<n<6, Figura: Leque Fy C(zrr.l uma coloracdo
arco-fris.
3, sen>17.
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Nuamero de Conexao Arco-iris dos Leques

Um grafo leque, F,,, consiste da jungcao de um
grafo caminho P,, = vg,v1,...,Vp—1, 0 > 2
com um grafo K. Seja V(K) = {x}.
Teorema (SY; MEDIKA; YULIANTI, 2013)
Seja F;, um grafo leque.

1, sen=2,
re(F,)=1{ 2, se3<n<6,
3, sen>1.
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Definicao de Produto Cartesiano

O produto cartesiano de dois grafos, G e H, ¢ um grafo com o conjunto de vértices
V(G)x V(H) e arestas, (v;,u;) € (vi,uz), se e somente se (v;,vk) € E(G) e uj = u; ou se
(uj,ur) € E(H) e v; = vy.

(vo, ug) |(vo,ua) [ (vo,uz) | (vo, us)

(vi,uo)  [(vi,u1)  [(vr,u2)  [(v1,us)

(va,up)  (vo,ur1)  (vo,ug)  (va,us)
GxH

Figura: Grafo GxX H.
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Exemplo de Produto Cartesiano
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25 Figura: Grafos G e H.
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Exemplo de Produto Cartesiano

Yo

V2
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Figura: |V(H)| copias de G.
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Exemplo de Produto Cartesiano
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(vo, uo) (vo,u1) | (vo, u2)
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Figura: Primeira c6pia de H.
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Exemplo de Produto Cartesiano
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(vo,ug) | (vo,w1)  [(vo,u2) [ (vo, us)
(vi,u0)  |(vi,w1)  [(vr,ua) [ (1, u)
. L) ) ]
Vo (o)) Vo (2]
GxH

Figura: Segunda cépia de H.
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Exemplo de Produto Cartesiano
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(vo, u3)

(v1, u3)

(vo,ug) |(Wo,w1) [ (vo, ua)

(vi,u0)  [(v1,u1)  [(v1,ug)

(va, ) (va,un)  (v2,us)
GxH
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Figura: Grafo G x H.
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Coloracao Arco-iris em Produto Cartesiano

Teorema (LI; SUN, 2010)

Seja G =G XGyX...Gy,k > 2, tal que G; é conexo, 1 <i < k. Entdo rc(G) < le‘ rc(Gy).
Além disso, se diam(G;) = rc(G;) para todo G;, 1 <i < k, entdo rc(G) = Z’l‘ rc(Gy).

Conclusao:
® rc(Py X Py)=m+n—2 para dois caminhos P, e P, tal que 2 < m < n;

® rc(PyxCy)=m—1+7% para um caminho P, e um ciclo C, comm > 3 e n par, n > 3.
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Criticalidade Arco-iris

Um grafo G ¢ arco-iris critico se ao remover uma aresta qualquer de G, o niimero de
conexao arco-iris de G aumenta (RAO; MURALLI, 2014).

e inca o Computosso



32

Criticalidade Arco-iris
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Criticalidade Arco-iris
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Criticalidade Arco-iris
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Criticalidade Arco-iris
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Grafos Arco-iris Criticos

Os ciclos sao grafos arco-iris criticos. Observe que ao removermos uma aresta e de um
ciclo Cy, n > 3, o grafo C,, — e torna-se um caminho P,. Portanto, podemos concluir que:

® rc(Cy)=[n/2] <rc(C,—e)=n-1.
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Figura: (a) Ciclo Cg.

Vo

V1 Vs

(3p] V3 Vg

Figura: (b) Ciclo Cg —e.
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Grafos Arco-iris Criticos

Teorema (RAO; MURALLI, 2014)

O grafo P, X P,,, m > 2 e n > 2, é arco-iris critico.
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Grafos Arco-iris Criticos

Teorema (RAO; MURALLI, 2014)

O grafo P, X P,,, m > 2 e n > 2, é arco-iris critico.

Refutado posteriormente por...

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2017)
O grafo P, X P, € arco-iris critico se, e somente se, ¢ um caminho ou um ciclo Cj.
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Grafos Arco-iris Criticos

Teorema (RAO; MURALLI, 2014)

O grafo Cy,, X P,,, m > 3 par e n > 2, é arco-iris critico.
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Grafos Arco-iris Criticos

Teorema (RAO; MURALLI, 2014)

O grafo Cy,, X P,,, m > 3 par e n > 2, é arco-iris critico.

Refutado posteriormente por...

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2017)

O grafo Cy, X P,,, m inteiro par, m > 4 e n > 2, ndo € arco-iris critico.
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019%)

O grafo W,, € arco-iris critico se e somente se n = 3.
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019%)

O grafo W,, € arco-iris critico se e somente se n = 3.

Quando n = 3.
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019%) J

O grafo W,, € arco-iris critico se e somente se n = 3.

Quando 4 <n <6, rc(W,) =rc(W, —e)=rc(F,) =2.

V2 U2
v
V1 3 V1 U3
X
v (Y
W5 W5 — €
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Resultados

Teorema (ROCHA ; ALMEIDA, 2019%)
O grafo W,, € arco-iris critico se e somente se n = 3.

Quandon > 7, re(W,,) = rc(W, —e) = rc(F,) = 3.

V3 U3
V9 U4 V2 Uy
V1 Vs U1 X Us
) V6 Vo Vg
W? W7 — €
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019%)

O grafo F,, € arco-iris critico se e somente se n = 2.

Quando n = 2.
T T
F2 F2 — €
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019%)
O grafo F,, € arco-iris critico se e somente se n = 2. J

Quando n =3, rc(F, —e) =rc(Cy) = 2.

U1 U1
UOQ>U2 UUQUQ

T T

F; F3;—e
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019%)

O grafo F,, é arco-iris critico se e somente se n = 2.

Quando 4 <n<6,rc(F,—e)=rc(F,)=2.

Vs 1 vz 2 V2

Vo 2 V1
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019%)

O grafo F,, é arco-iris critico se e somente se n = 2.

Quandon =7, re(F, —e) = rc(Fy,) = 3.
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Vo Vg Vo
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019%) J

O grafo F,, é arco-iris critico se e somente se n = 2.

Quando n > 8, rc(F,, —e) = rc(Fy,) = 3.

U3 V4 s o
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019%)

O grafo F,, é arco-iris critico se e somente se n = 2. J

Quando n > 8, rc(F,, —e) = rc(Fy,) = 3.
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Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019%)

O grafo F,, é arco-iris critico se e somente se n = 2.

Quando n > 8, rc(F,, —e) = rc(Fy,) = 3.
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Vo Us

v Vg

Vg v7




49

Resultados

Teorema (ROCHA; ALMEIDA, 2019%)

O grafo F,, é arco-iris critico se e somente se n = 2.

Quando n > 8, rc(F,, —e) = rc(Fy,) = 3.
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Conclusoes e Trabalhos Futuros

E interessante observar que, mesmo os ciclos e os caminhos sendo grafos arco-iris criticos,
os grafos P,, + K| comn > 3 e C,, + K; com n > 4 ndo sdo arco-iris criticos.

Seja G um grafo simples, conexo com n vértices, n > 3. Quando o grafo G + K é arco-iris
critico?

Sabe-se que se G é completo, entdo G + K € arco-iris critico.
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Conclusoes e Trabalhos Futuros

Um caminho hamiltoniano em um grafo G é um caminho que contém todos os vértices de
G. Note que se G tem um caminho hamiltoniano, entdo G + K; tem um leque Fjy(G)| como
subgrafo e r¢(G +Kj) < 3.

Pode-se concluir que se G tem um caminho hamiltoniano e rc(G + K;) = 3, entdo

|V(G)| = 7 e G+ K| ndo € arco-iris critico pelo teorema da criticalidade arco-iris em grafos
leque.
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Conclusoes e Trabalhos Futuros

Se G tem caminho hamiltoniano e rc¢(G) = 2, entdo rc(G + K;) = 2, basta manter a mesma
coloracdo arco-iris nas arestas do grafo G e reutilizar uma das duas cores para colorir as
arestas da jungdo. E possivel remover uma aresta e e manter uma coloragio arco-iris em
G + K utilizando rc(G + K7) cores.

Como trabalhos futuros sugere-se o estudo da criticalidade arco-iris de grafos juncao

G + K nos casos em que G tem um caminho hamiltoniano (ou seja, G + K tem um leque
como subgrafo), rc(G) =3 erc(G+K;) =2.
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